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AVIS DU LIBRAIRE. 

Les motifs qui ont déterminé lé plan de ces Élémens 
d' Algèbre, sont exposés dans les Essais sur TEnsei- 
ghement en général et sur celui des Mathématiques 
en particulier , publiés par V Auteur , et comprenant 
l'analyse de toutes les parties de son Cours , ainsi que 
l'indication de la marche qu'il a suivie dans ses leçons 

On peut joindre aux Élémens d'Algèbre leur Com- 
plément, qui se trouve aussi chez le même Libraire, et 
qui contient la résolution des équations littérales , la 
théorie élémentaire des suites, celle des fractions con» 
tinues et le^ premiers principes de P analyse indéterminée. 
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Jiphabet pour faciliter la lecture des calculs où Von 
fait usage des lettres grecques, 

A, « Alpha. 

B,fi,C Bêta 

Tyy, r^ r Gamma. 

ùjS^ Delta. 

F , t Epsilon. 

Z, Ç Zêta. 

H, » Éta. 

e, 0, ? Thêta. 

], I...'. Iota. 

K^ jt Cappa. 

A, A Lambda. 

M, fjL Mu. 

fi, 9 Nu. 

S,$ Xi. 

Oy Omicron. 

17, ^, V Pi. 

P,p,f Rho. 

S, r, ç Sigma. 

T, T, 7 Tau. 

T,v Upnlon. 

♦ , <î) Phi. 

X,x Chi. 

^,4 Psi. 

fi, « Oméga 

ERRATA. 

pBfSB i3o, ligne 19, e liict d 
ibùl. , ' ^M) , d liêcz c ' 
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Nouions préliminaires sur le passage dé 

explication éù ilsage des signes atgéhri* 
gués. 

1 . ® N à dû feaiSï^^t cJânà lé Traité élémentaire éfA* 
ritfiTnétiqué , plusieurs questions dont la solution se 
compose de deux parties : Tune ayant pour but dô 
chercher aux^elles des quatre opérations fondameri' 
tàlês se ffaprpotte la détermifiattîon du ûbmbré incoùnu 
par le ffloyen des nombres donnés , et Fautf é Tappll- 
éértîon dé ces règles^. La preAîèf é partie , indépen- 
dante de toute manière d'écrire les nombres ou de tôtft 
àfÈtème def ntrtttératiofl , iepôte «ntièrenieflt sur lô dé- 
veloppement des cônsécjitèncêè qui résultent explicité*- 
ment ou implicitement de l'éflorficé , ohtf de la manièï'è 
ûùûi ©rt énoiïcé^ lié les nombres donnés aux iiombres . 
inconnus , c'est - à -^ dire des relations qu'il établit 
entre ces nombres. En général on peut , si ces rela*- 
âdiH M font pa» compliquées ^ trouver par le simple 
rtkKmneeMttt y la yarienr des nombtes incommé. Il 
faut pour cela décompciler le» conditions que ren- 
Elém. d* Algèbre. i4« édition. - i 
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fennent les relations énoncées , en traduisant ces 
relations dans une suite de phrases équivalentes ^ 
dont la dernière doit être conçue en ces termes : 
L'inconnue égale la somme, ou la différence, ou le 
produit, ou le quotient de telles et telles grandeurs. 
L'exemple suivant éclaircira ce que ces notions générales 
pourraient renfermer d*obscur. 

Partager un nombre donné en deux parties telles, que 
la première surpasse la seconde d'un excès donné. 

Pour y parvenir, on observera, i*. que 

La plus grande partie est égale à la plus petite, 
plus V excès donné, 

et que par conséquent , si la plus petite partie était con- 
nue , en lui ajoutant cet excès, on aurût la plus grande : 
a*, que 

La plus grande partie ajoutée avec la plus petite 
partie , forme le nombre à partager. 

Substituant dans cette dernière phrase , à ces mots : la 
plus grande partie, l'expression équivalente rapportée 
plus haut , savoir : la plus petite partie , plus t excès 
donné, on trouve que 

La plus petite partie , plus l'excès donné , plus encore 
la plus petite partie , forment le nombre à partager. 

Mais alors la phrase peut être abrégée , en l'énonçant 
ttnsi: 

Deux fois la plus petite partie , ajoutées avec V excès 
donné , forment le nombre à partager; 
et on en conclut nécessairement que 

Deux fois la plus petite partie sont égales au nombre à 
partager, diminué de F excès donné : 

donc 

Une fois la plus petite partie est égale à la moitié de In 
différence entre le nombre à partager et Vexcès donné. 

Ou , ce qui est la même chose , 
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La plus petite partie est égale à la moitié du nombre à 
partager, moins ldm,oitié de l'excès donné, 

Voflç^ donc Jaquestion proposée jésolue , puisque pour 
obMiir les parties cherchées^ il suffit de faire des opéra- 
tions purement arithmétiques sur des nombree connus. 

Si, par exemple, le nombre à partager était g , et 
l'excès de la plus grande partie sur la plus petite, 5 , la 
plus petite partie serait, d'après la règle ci-dessus, égale 
à I moins | , ouà J, ou enfin à 2 ; et la plus grande , com- 
posée de la plus petite plus l'excès 5 , serait égale à 7. 

2. Les raisonnemens , fort simples dans le problème 
proposé ci-dessus , mais très compliqués dans d'autres , 
se composant, en 'général, d'un certain nombre d'ex- 
pressions, telles que ajouté à, diminué de, est égala, etc., 
répétées fréquemment , et qui tiennent aux opérations 
par lesquelles les grandeurs qui entrent dans l'énoncé 
de la question , sont liées entre elles , il est visible 
qu'on abrégerait beaucoup en représentant chacune de 
ces expressions par un signe; et c'est aussi ce qu'on fait, 
comme il suit. 

Pour indiquer l'addition, on se sert du signe -{-, qui 
signifie plus. 

Pour la soustraction, on se sert du signe — , qui 
signifie moins. 

Pour la multiplication, on se sert â^ signe X, qui 
signifie multiplié par» 

Pour écrire que deux quantités doivent être divisées 

l'une par l'autre , on place la seconde sous la première , 

5 
et on les sépare par un trait : -^ signifie 5 divisé par^- 

4 
Enfin pour marquer que deux quantités sont égales , on 

met entre leurs expressions le signe = , qui signifie égale. 

Ces abréviations, quoique déjà très considérables, ne 

suffisent pas encore, car on est obUgé de répéter souvent 
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k wimhreàfartaf^r, le nomiredonné, etc.^ hph^pelitt 
partie , le nomkre ehûfthé,^ 9^., ce qjàaWongd beaueoiip. 
A regard de^ cbnnéet^ r^xpéâient qui ^e^t offert le 
prcBÛtr, a été de prenidre, pour les représentbr , 
dea muaabrea déttnomés qui aerveat d'exemple , comme 
oa euiue en Arithmétique; mais la chosa n'était pas pos- 
aiiblet à l'égard dea nombres inccmtnuai on j a fubatitiié 
VA aigne dei OQuireatiQu > qui a yarié avec le temps. 
Qoa'esteuGaajCcordé à employer les lettras de l'alpha- 
bet i preaque tou)oura em se sert dea decoières , 
conmie en Arithmétique on met un x pour le quatrième 
terme d'une proportion dont on ne connaît que lea trois 
preouers; et c*e5t,de l'usage de ces divers signes qu'est 
résultée T Algèbre. 

Jei vaîs^ par leur moyen , reprendre la question du 
u* 1 , et je représenterai l'inconnue ou le plus petit 
noiobre pair une lettre,^ x^ par exemple; le nombre 
à partageic et Texcès donné ^ par les deux nombres 
9 et 5^ la pTus grande des parties cherchées sera 
exprimée par a: +5, et leur somme paifx-|-5 +^ • 
on aura donc 

ar-f5 + x=:g; 

maîaf en écrivant a x pour le double de la quantité x ,\\ 
en résulter» 

2X+ 5 = 9. 

Cette expression montrant qu'il faut ajouter S au nombre 
SX pour former g^ j'en conclurai que ax=:9 — 5, 

ou que aar "sc 4, etqu'eofi» j?=r 2=a. 

Enrapproehan^ mainbenant^e que signifientlespftrases 
abrégées que je ydexx^ <l*éc«ire au moyen de» 94pe$ 
coAvenus^ de celles qui m*oot cooduit à la satution 
par le raisonnement seul ,. on verra que las uneane sont 
que la traduction.de;} autres. 

Le nombre 2, résultat des opérations précédentes. 
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H« convient quà l'exemplv particuliét qu^j'ai ohoiiî^ 
tandis que le raisonnettient aeul , en apprenant quo 
la plus petite partie est égale à la jnoitié du nombre 
à partager, moins la mùitiéde F excès donné, fait voir 
comment le nombre inconnu se compose avec les nom- 
bres donnés , et fournit une règle , à l'aide de laquelle 
on petit résoudi^ tous les cas particuliârâ compris dàni 
là question. 

Cet avantagé du raisonnement emplojfé seul, tieut à 
cé qn'éii ne désignant aucun nombre eu particulier , Iq( 
nombres donnés liassent sans altération d'une phrase à 
Tautre , tandis qu'en considérant des nombres détermi- 
nés , on effectue à mesure toutes les opérations qui tfè 
présentent sur ces nombres ; et quand on est par- 
tenu mi résultat^ rien ue rétràCè Êommëut le UôUibre 
m , auquel ou peut arriver par une infinité d'opérài^Aé 
différentes^ a été formé par les nombrèè donnée g et 5. 

9. Ou évitera oés ineo^éuieud en représentant , pàt 
âesoâraetèresinâépendausâé toute t£ileur pauticullère» 
et sur lesquels op ne puisse par conséquent effectuer au- 
cun calcul, le nombre à partager et Ve±cès donné* Les 
lettres de l'alphabet sont très propres à cet usage; etiA 
question proposée peut , par leur mojen , s'énoncer ainsi : 

Partager un nombre connu, représenté par â, eft âenâS 
parties telles , que la plus grande ait sûr la plus petite un 
excès donné, représenté pdt h. 

Désignant toujours la plus petite par x , 
La plus grande sera exprimée par jr Hh ^ > 
Leiur adtnmey ou le nombrb à partager , Éetà é^iitv*' 
lent àx -fr ^ -f-^> onàaaj+ft': 

La coudition^de la qiMStioif donnertddntf 

ax + i = a. 

Maintenant il est visible que s'il fout ajouter au double 
cîé *, eurà ^* , la^uenfité b, pont fakela ^uWttt^ é , tt 
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en résulte qu'il £aut diminuer a de A pour obtenir sx^ et 
que par conséquent !2X^= a^^bm 

On conclura de là que la moitié de Qxonx^=^ . 

Ce dernier résultat étant traduit en langage ordinaire^ 

par la substitution des mots et des phrases que désignent 

les lettres et les signes qu'il renferme, donne la règle 

trouvée ci-dessus, d'après laquelle , pour obtenir la plus 

petite des parties cherchées , on doit, de la moitié du 

a 
nombre à partager, ou de - , retrancher la moitié de 

mm 

V excès donné, ou ~. 

a 

Connaissant la plus petite partie , on aura la plus 
grande en ajoutant à la plus petite l'excès donné. Cette 
remarque est suffisante pour achever de résoudre la 
question proposée; mais l'Algèbre donne plus, elle four- 
nit une règle pour calculer la plus grande partie sans le 

secours de la plus' petite , et voici conmient : 

étant la valeur de celle-ci , en l'augmentant de l'excès h , 

on aura pour la plus grande partie, + ^ > or, 

- — -+ b exprime qu'après avoir retranché de - la moi- 
tié de b , il faut ajouter au reste b tout entier ^ ou deux 
moitiés de & ^ ce qui se réduit à augmenter - d'une moi- 
tié de b ou de -. Il est évident par là que —— + i re- 
vient à --) — ; et en traduisant cette expression , on ap- 
prend que la plus grande des deux parties cherchées 
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est égale à la moitié du nombre à partager plus la 
moitié de l'excès donné. 

Dans la question particulière dont je me suis occupé 
en premier lieu , le nombre à partager était 9 , Texcè» 
d'une partie sur Fautl^^ 5 ; pour la résoudre par les 
règles auxquelles je viens de parvenir y il faudra 
effectuer sur les nombres 9 et 5 lesopérations indiquées 
sur a et sur b, 

Q / 5 

La moitié de o étant- . et celle de 5 étant - , ou aura 

pour la plus petite partie , 

954 

. — — — ^ k 

' a a a 

pour la plus grande^ 

a a a ^ 

4. J'ai désigné ci-dessus par x la plus petite des deux 
parties , et j'en ai déduit la plus grande : si Ton vou- 
lait chercher immédiatement cette dernière^ on obser- 
verait qu'en la représentant par x , Tautre serait x — b , 
puisqu'on passe de la plus grande à la plus petite , en re- 
tranchant l'excès de la première sur la seconde ; le 
nombre à partager serait alors exprimé par x — b +x, 
«uparax — b, et on aurait par conséquent 

Qx — b=za. 

Ce résultat fait voir que ax surpasse la quantité a de la 
quantité i, et que par conséquent nxr^a+b. En pre- 
nant la moitié de ax et de la quantité qui lui est égale , 

pour avoir la valeur de x ^ on tire de là 

a b' 
x=--f--, 
a a 

ce qui donne , pour calculer la plus grande des deux 
parties eberchées^ la même règle que ci-dessus. Je 
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n^ n^'mrêteraî p^ «^ ea dédui^:^ rejqprcsiion de (a plm 
petite. 

I^même relation entre de* noœbres donnés et des nom- 
bres inconnus y peut être énomée deplnaieurs manières 
très dUf érentes ; celle qui a cbndfit a la question précis 
dante > est aussi celle qui résulte de Ténoncé que voici i 

€k)mnaissant la somme a de deux nombres, et leur dif- 
férence b, trouver chacun de ces nombres; puisqu'on 
d'autres termes le noipbrç à partager est la somipe 
des deux parties cherchées y et que leur différence est 
l'excès de la plus grande sur la plus petifet Ce chan-^ 
gement dans les termes de l'énoncé étant appliqué aux 
règles trouvées ci-dessus^ elles donnent : 

Le plus petit des deux nombres chçrçhé^ est égoil 4 /^ 
m,oitié de la somme moins la moitié de la différence. 

Le plus grand est égal à Ig, TnoHié de la somme plus la 
moitié de la différence, 

$. Yoiçi une question aB^lpgAfl h U précédente, mais 
un peu pluB «û^lpUq^é^ ; 

Partager un nombre donné en trois pmties telles, que 
V excès de Js moyenne sur la plus petite soit un nombre 
donné, eê tejecès de la plus grande sur la moyenne soit 
un autre nombre donné. 

Pour fixer les idées , je donnerai d*abord aux nombres 
connus des valeurs déteniiinées : 

Je supposerai que le nombre à partager soit dSç, 

Que Fexc^s ^9 '^ partie uio^eunq çur la pl.^S (^tite 
sôît4oy 

Que l'excès de la plus grande partie sur la moyenne 
soit Go. 

Désigoant la plus petite partia pai x, 

La mofjrenne sera la plus petite phit4^, on x + 4^» 
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£t la pluf grande sara la moyaima phu 60 , ou 
af+^o + fio; 

Or, les trois parties prises ensemble doivent faira la 
Q0^r^ ^ pamgei: ; doap 

ax »f» a? + 4^ + i? + 49 + 60 isc a3o. 

En réunissant d'une part les nombres donnés , et da 
Pautre les nombres inconnus , jc se trouyeHiaS fcdedans la 
résultat; et pour abréger, on écrira 

3aT-f-i4o=s:a3o« 

Mais puisqu'il faut ajouter i4o au triple de x pour faire 
aSo, il s'ensfiit qu'en ôtant i4odç sSo, on aura précisé- 
ment le triple de or, ou que 

34?:?= a3o — 140, 
ou que 

et il suit da là qn^ 01? 7?^ ou 7= 3o* 

En ajoutant à 3o l'excès 4o de la moyenne sur la plu4 
petite , on aura 70 pour la partie moyenne. 

En ajoutant à 70 l'excès 60 de la plus grande partie 
sur la moyenne , on aura i3o pour U plus grande partie. 

6. Si le9 nombres connus étaient dififérens de ceu:i^ 
que fai nps dans l'énoncé, on résoudrait encore la ques- 
tion ei^ suivant la marche tracée dans le numéro pr^é- 
dent ; mais on serait obligé de répéter tous les raisonne- 
mens et toutes les opérations par lesquelles on est par- 
venu au nombre 3o, parce que rien ne montre comment 
oe nombre se compose des nombres donnés, d3o, 4^ 
et 60. Pour rei^dre la solution indépendante des yaleorf 
particulières des nonibres^ et faire voir comment la valeur 
de l'inconnue se forme au moyen des quantités connues , 

îa WiéneMtr la iir9bUnif ai»ii : 

Partages h uamkr» dcmmé a m trois mcafties Ult^Sf qua 
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l'excès de la moyenne sur la plus petite soit un nombre 
donné h, et l'excès de la plus grande sur la moyenne soià 
an nombre donné c. 

En désignant comme ci-dessus par x la quantité in- 
connue y et en écrivant , à Taide des signes convenus et 
dee 83miboIe8^ a, b , c, qui représentent les quantités 
connues de la question , les raisonnemens faits précédem- 
ment sur les nombres^ on formera de nouveau 

la plus petite partie x , 
la inoyenne x-(-i, 

la plus grande x -|- & -|" c ; 

et la réunion de ces trois parties faisant le nombre à 
partager , il faudra que 

Cette expression ) toute simple qu'elle est^ peut encore 
s'abréger ; car puisqu'elle montre que x entre trois fois 
dans le nombre àpartager, et que b y entre deux fois , au 
lieu de x + x -f- x , j'écrirai 3x , au lieu de-f- & +6, 
j'écrirai + 3^> '^^^ viendra 

3x -f- ai + c =;= a. 

Cette dernière expression fait connaître qu'il faut 
ajouter au triple du nombre représenté par x , le double 
du nombre représenté par b et encore le nombre c,pour 
former le nombre a; il s'ensuit que si du nombre a, on 
ôte le double du nombre b, puis encore le nombre c, 
on aura précisément le triple de x, ou que 

3x=a — ai— c; 

or X étant le tiers de trois foisx^ ou de 3x^ on en conclura 
que 

c— ai— c 
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Il faut bien remarquer que n'ayant assigné aucune 
valeur particulière aux nombres représentés par a > i , v, 
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le résultat auquel je suis parvenu ne donne non [dus au- 
cune valeur pour x; il indique seulement quelles opé- 
rations il faut £aire sur ces nombres, lonqu'on leur 
assigne ime valeur , pour en déduire celle de Vin- 
connue. . 

» 

CL *""' ah ^"~ c 
En eifèt, Tèxpresâon „ , à laquelle ar e9t 

égal , peut être rendue dans le langage ordinaire , en 
écrivant y à la place des lettres, la dénomination des 
nombres qu'elles représentent , et à la place des signes , 
renonciation des opérations qu'ils indiquent; on formera 
ainsi cette phrase : 

Du nombre à partager ^ ôtez le double de l'excès de la 
partie moyenne sur la plus petite , et encore l'excès de 
la plus grande sur la moyenne, et prenez le tiers du reste, 

£n suivant cette phrase à la lettre , on déterminera, 
par les premières opérations de l'Arithmétique , la plus 
petite partie. Le nombre à partager étant ^ par exemple, 
aSOj les excès 4o et 60 , comme dans le numéro précé* 
dent, on ôtera de a3o, deux fois 40, ou 80, et 60 ,. il 
restera 90, dont le tiers sera 3o, ainsi qu'on l'a déjà 
trouvé. 

Si le nombre à partager était 5ao , les excès 5o et 1 ao, 
on ôteraitde Sac deux foisSo, ou 100, et lao, îlresterait 
Soc, dont le tiers, ou 100, serait la plus petite partie ; on 
formerait les deux autres en ajoutant 5o à 100 , ce qui 
ferait i5o ; puis lao à ce résultat , ce qui ferait &jo : 
ainsi , les trois parties demandées seraient 

100 , i5o, 270, 

et leur somme serait 5ao , ainsi que l'exige la question. 

C'est parce que les résultats algébriques ne sont le 
plus souvent que l'indication d'opérations à effectuer sur 
des nombres pour en trouver d'autres, qu'on les appelle 
en général formules» 
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C«tt« qaeftioa« quoique pluB compliquée que celle dm 
numéro i , peut encore être réiolae arec le langage 
oïdinaire; c'eit ce quopi volt dans le tahleaa d-joint , 
Q ji Fou a placé vift^-vie de chaque raisonnement^ ta tra- 
duction en caractères algébriques. L*examen attentif de 
ce tableau ne doit laisser aucun doute sur Tutilité de 
TAIgèbre et sur les circonstances de son invention. 
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l4 ÉL]BM£MS 

^. Les signes conTenus dans le numéro a ne sont pas 
les seuls dont on se serve en Algèbre ; de nouvelles 
considérations en introduiront par la suite de nou- 
veaux. On a déjà dû remarquer que j'ai indiqué 
dans le numéro q, la multiplication de x par â, et 
dans les numéros 5 et 6, celle de x par 5, celle de b par s, 
en plaçant seulement ces chiffres au-devant des lettres 
X et b, sans aucune interposition de signe ^ et fen 
userai ainsi désormais ; en sorte que tout nombre placé 
à la gauche d*uné lettre sera multiplicateur du nombre 
que représente cette lettre : 5x, Sa , etc. désigneront 

3 3j7 

5foisx> 5 fois a, etc.; -^x ou — -, etc. désigneront les 

4 4 

I de a: ou 3 fois x divisées par 4 > etc. 

£n général y la multiplication s'indiquera désormaii^ en 
mettant les facteurs à la suite les uns des autres, sans 
aucune interposition de signe, toutes les fois qu'il n'en 
résultera pas de confusion. 

Ainsi les expressions ax, bc, etc. seront équivalentes 
i a X X , ^ X c, etc. , mais on ne pourra pas supprimer 
le signe X lorsqu'il s'aura des nombres , car alors l'ex- 
pression 3x5, dont la valeur est i5, devenant 35 par 
l'omission du âgne Xy changerait entièrement de signi- 
fication. Dans ce cas , on substitue souvent un point an 
fâgne X > et on écrit 3 . 5. 
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Des Équations, 

é 

8. En examinant avec attention la solution des pro- 
blèmes des numéros 3 et G , on la trouvera composée de 
deux parties bien distinctes. Dans la première, on 
exprime, au moyen des caractères algébriques, les 
relations que Ténoncé de la question établit entre les 
quantités connues et les quantités inconnues, et cela con- 
duit à égaler deux quantités entre elles, savoir : 

Dans le numéro 3 , les quantités 2X -(- ^ et a , 

Dans le numéro 6, les quantités 3a:+a&-f- c et a. 

Puis de cette égalité on déduit une suite de consé- 
quences qui mènent enfin à égaler Tinconnue a: à un 
assemblage de quantités données, liées entre elles par des 
opérations que l'on sait effectuer : voilà la seconde partie 
de la solution. 

Les deux parties que je viens d'indiquer se retrouvent 
dans presque tous les problèmes qui sont du ressort de 
l'Algèbre. V est difficile de donner, au moins pour le 
moment , une règle d'après laquelle on puisse effectuer 
la première partie, celle qui a pour objet la traduction 
en caractères algébriques des conditions de la question, 
II faut, pour y réussir, se familiariser avec l'écriture 
algébrique , et acquérir l'habitude de décomposer l'é- 
noncé d'un problème dans toutes ses circonstances, 
soit explicites , soit implicites. Mais lorsqu'on est par- 
venu à former les deux nombres que la question sup- 
pose égaux entre eux, il y a des procédés métho- 
diques ponr déduire de cette expression algébrique la 
valeur de l'inconnue , ce qui fait l'objet de la seconde 
partie de la solution. Avant de les faire conn^tre, j'ex- 
pliquerai quelques dénominations dont les Algébristes se 
.servent à ce sujet. 

Une équation est l'égalité de deux quantités. 



l6 iLBMENS 

L'ensemble des quantités qui sont d*un même côté du 
signe = , se nomme ffiétntfte; ttfie équation a deux 
membres. 

Celui qui eut à gauche 9 appelto le premier membre f 
P«utr« eet \% second* 

Dans Féquàfion ùx -^ b ::^ a ^ Qdtf ^ b eêl ]e prëtnkr 
IHèirtbfêf c e^ le secùtta inéfhbtê. 

Les quantités qui composent un,ménle ibembrë, lôf^ 
qu'elles sont séparées'par les signes -f^ ou — , se nomment 
tennes. 

Ainsi lé premier membre de Téquàtiûn Qx + b==:a 
rmt^etnû dewt tentte», savoir : su? et -f« A^ 

L'équation |a:4-/==8^— lâ , à deux tetmei ébtih 
cliâcudâe ses membres, sayoîr : 

^a; et + 7 dans le premier, 

8 X et — 12 dans le second. 

Quoique > aie {Nris au hasard, et pour servir d'ex^af^ 
pie ^ V4qiMit)on ix+ jzssix-^ id^ elle doit ftre coAii* 
dérée^ Ainsi que toutea celleê dont je parlerai par la 
flwte, eoHune venant d'un problème dont on peut toit* 
ynatB trouvàriui euoftcé en traduisant em langa^ ordi^ 
Baûre l'équation propoiée. Celle dont il s'agit revient à 

lyouver un nombre x tel, qu'enajaiUant j aux \ de%, 
la sùmme s<rii égale âifoisiLmoms is. 

fitemême , réquafiôûor+Ac— <^=tfc — ht, dâùs 
lamelle tes lettres a, b, c soût censées représenter d^ 
quantités connue», répond à ta c(tiestiôn âuivante : 

T^rouverun nombre x tel, qu'ente multipliant par un 
nombre donné a, puis ajoutant le produit des deux 
nombres donnes betc, et retranchant de cette somme 
le produit d'un nombre donnée parle nombre x,ori ait 
un résultat égal au produit des nombres si et c diminué 
(h> celui dèi noitihres fe et x. 
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C'est ens'exorçant beaucoup à passer du langage ordi- 
naire à récriture algébrique , et a rendre celle-ci dans le 
premier, qu'on parviendra à se familiariser ayec l'Algè- 
bre, dont la difficulté ne consiste guère que dans la par- 
faite intelligence des signes et de leur emploi. 

Tirer d'une équation la valeur de l'inconnue , ou pàr^ 
venir à avoir cette inconnue seule dans un membre , et 
des quantités toutes connues dans l'autre, c'est ce qu'on 
appelle r^^oMcîrc cette équation. 

Les diverses questions qui peuvent se présenter con- 
duisant à des équations plus ou moins composées , on 
a partagé celles-ci en plusieurs classes on .degrés i Je 
vais m'occuper d'abord des équations du premier 
degré. On nomnie ainsi les équations dans lesquelles les 
inconnues ne sont multipliées ni par 'elles-mêmes, ni 
entre elles. 

De la résolution des équations du premier degré à une 

seule inconnue. 

9. Où., a déjà vu que résoudre uiie équation , c^est 
arriver à une expression dans laquelle l'inconnue seule 
dans un membre soit égalée à des quantités connues, com- 
binées entre elles par des opérations qu'on sache effec— 
tuer. Il suit de là qu'il faut , pour amener une équation 
à cet état, c^^gager l'inconnue des quantités connues avec 
lesquelles elle se trouve combinée ; pr l'inconnue peut 
se trouver mêlée de trois manières, avec les quantités 
connues : ♦ 

i"". Par addition et soustraction , comme dans les 
équations i 

^+5 = 9 — X, 

a -|- 07 = i — x\ 

Élém. d'Algèbre. i4* édition. a 
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a^ Par addition > soustraction et inultiplicatîoii , 
comme dans les équations 

ax — b =ca:-f-rf; 

3*. EnEn par addition ^ soustraction , multiplication et 
dil4sion , comme dans les équations 

5j: Q 11 

ax , • 7nx . p 

-r- + c X — a= H-. 

* • n ' q 

On dégage Finconnue des additions et soustractions 
oà elle entre ayec des quantités connues ^ en rassemblant 
dans un seul membre totts les teitnes où elle se trouve ; 
et pour cela , il faut savoir faire passer un terme d*un 
membre dans un autre. 

lo. Par exemple, dans l'équation 

7X — 5=ia + 4^* 
il faut passer le terme 4^ du second membre dans le 
premier , et le terme — 5 du premier dans le second. 
Pour cela, on doit observer qu'en effaçant -f- 4^ d^^^ 
le8ec(»dBiembre^oa)«diBÛnuedela quantité4^> et 
qa'il faat opérer la même soustraction sur le premier 
maalure , peur conserver l'égalité de ces deux mem- 
bres; onécnra donc— * 4^ dan&Ie premier membre, 
qin deviendra jx-r- 5 — * 4^> ^^ Ton aura 

70?— 5 — 4^= 1^' 
Effacer^- 5 du premier membre , c'est supprimer la sous- 
traction indiquée de 5 unités ; c'est par conséquent 
augmenter ce membre de 5 unités ; oa doit donc , pour 
conserver l'égalité , augmenter aussi le second membre 
de 5 unités , ou écrire-)- 5 dans ce membre : il deviendra 
12 +5 , et Ton aura 

y x — 4^'= ia+5. 
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En effectuant les opérations indiquées , il en réèùltèrà 
l'équation Sa? =17. 

Par tes raiso&ciéinëiià , ^*6n petit à^filiqùer à quelque 
exemple que ce soit^ on voit qu'en efFâçaiit dans un 
meinbre un tenue affeeté dii signe ^ , et qui par borisé- 
quent augmentait ce membre , il fatftèoustraîrecê tjerme 
de l'autre membre , ou l'y écrire avec le signe — ; qu'au 
contraire , quand le terme qu'on elTace a le signe — , 
comme par sa présence il diminuait le membre où il était, 
il faut, augmenter l'autre^ membre du même terme ^ 
ou l'y écrire avec le signe +. On conclura de là cette 
règle générale : 

Pour faire passer un terme quelconque d'une équation, 
d'un membre dans l'autre^ il faut l'effacer dans le mem- 
bre où il se trouve, f et l'écrire dans l'autre avec un signe 
conïraite à celui qu'il avait d'abord, . 

Pour mettre cettet règle en pratique ; il faut faire at- 
tention que le premier terme dé chaque membre , quand 
il n'est préciédé d'àùcuri signé , est censé avoir le sîgrte -f-. 
C'est ainsi qu'en passant le terme ex de féquâtion littt- 
rale ax — i=ca7 + ^^^^ second membre dans le pre- 
mier , on aura 

ax-^b — cxzrzid; 

passant ensuite I9 terme «^ b du prefhier membre dans le 
second , il viendra 

1 1 . Par le ni€)yéït dé la règle précédente , on peut 
d'abord réunir dàtis un des nlenibres tous Tes terinéis af- 
fectés de l'inconnue ^ et dans l'autre toutes les quantités 
connued ; et sous cette forme , le membi^ où se trouve 
l'inconnue , peut toujours se décomposer en déait fac- 
teurs , dont l'un ne contient que des quantités données, 
et dontrautt-e est Fii^ônniie seule. 

Cette siniplificatioâ se présfehted'ellei-ttiêitté toutes les 

a.. 
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fois que Féquation proposée est numérique , et qu'elle ne 
contient point de fractions^ parce qu'alors t«us les termes 
aiFectés de Finconnue se réduisent à un seul. Si l'on 
avait, par exemple, xox + yx — âa:=a5 4.7; en 
eiTectuantles opérations indiquéesdans chaque membre, 
on. trouverait successivement 

lyx — 2x=3a, 

et i5x se décomposant dans les deux facteurs i5 eta:, 
on aurait le facteur inconnu :r, en divisant par le fac- 
teur donné iS, le nombre 33 égal au produit iSx : 
il viendrait 

La décomposition se fait de même dans les équations 
littérales semblables à 

parce que le terme a x désigne immédiateipent le pro^ 
diût de a par a:: on en conclut 

X m « • 

a 
Soit^maintenant l'équation 

ax — ôx + c^ = oc — îc, 

qui contient trois termes afifectés de l'inconnue. Puisque 
a X, ft X , c X , représentent les produits respectifs de x , 
par les quantités a, b, c, l'expression ax — 6 x+ c x , 
traduite en langage ordinaire , donne cette phrase : 

De x pris d'abord autant de fois qu'il y a d'unités 
dans a, retranchez autant de fois xqu'ily a d*unitésdans 
b, et ajoutez au résultat la même quantité x prise oua- 
tant de fois qu'il y a d'unités dans c. 

Il suit de là qu'en tout l'inconnue x se trouve prise 
autant de fois qu'il y a d'unités dans la différence des 
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nombresaet^^ augmentée du nombre c, c'est^à-^e autant 

de fois que le marque le nombre a — & -f- c: les deux 

facteursdu premier membre sont parconséquënta-*6->f-c 

et x: on a donc 

ac — bc 

a — i -}- c' 

Ce raisonneknent ^^qu'on peut appliquer à tout autre 
exemple , fait voir qu après la réunion dans un seul 
membre , des divers termes contenant l* inconnue y le fac- 
teur qui multiplie cette inconnue se forme de toutes les 
quantités qui la multiplient isolément ^ assemblées avec 
les signes dont elles sont précédées; et on obtient Vini- 
connue en divisant le membre tout connu parle facteur 
dont il s* agit. 

D'après cette règle , l'équation ax — 3 xgc- b c donne 

b c 

De inême l'équation x -|- aa:=c— clconduità 

c — d 

■' ^'^ 

parce qu il faut observer que la lettre x étant seule , 
doit être regardée comme multipliée par l'unité. On voit 
d'ailleurs que dans a:+ a a: , l'inconnue x se trouve con- 
tenue ime fois de plus que dans a a; , et est par conséquent 
multipliée par i J^ a, 

la. Il est visible que si tous les termes de Téquation 
contenaient un facteur commun , on pourrait supprimer 
ce facteur sans troubler T égalité , puisqu'on ne ferait que 
diviser par un même nombre toutes les parties des deux 
quantités que l'on suppose égales entrei elles. 

3oit pour exemple l'équation 

Sab X — 9Ôcd=: laôdx + iSaôc. 
J'observe d'abord que les nombres 6, 9 , i a et 1 5 , sont 
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dÎYÛifales p^r 3 ; et en supprimant ce facteur , je ne fierai 
que prendre le tiers de toutes ks quantités qui forment 
réquation : f aurai , après cette réduction , 

Qabx — Zbcdz=:^bdx'^5 abc. 

J'observe ensuite que la lettre b, combinée dans chaque 
terme par voie de multiplication , Jndiqne \i9 facteur 
commun à tous ce$ termes ; je la supprimerai donc 
aussi^ et il viendra 

a ax — 3 c J==4 d^r-J- 5qc. 

En appliquant à cette dernière équation Içs règles des 
numéros lo et 1 1 ^ j'en tirerai successivement , 

f^ax — 4^*^=5 ac + 3cd, 

^^ ""^ !^a^4d ' 

i3. Je passe maintenant aux équations dont les termes 
ont desdiviseurs. On pourrait leur appliquer immédi^ite- 
mentles règles précédentes^ toutes les fois que l'inconnue 
n'entre point dans les dénominateurs ; mais il est souvent 
plus simple de ramener tous les termes au même dénomi- 
nateur^ qu'on peut supprimer ensuite. 

Soit^ par exemple , l'équation 

J'observerai que l'Arithmétique fournit de^ règles pour 
réduire des fractions au même dénomin^^teur, et pour 
convertir des entiers en fir^ctio^s d'une espèce donnée 
( Arithm. 6g , 67 ) , et je transfomierai par ces règles , 
en fractions de même dénominateur » tou4 les temofes 
de l'équation proposée. ' 

En conunençant d'abord par les fractions^ qui sont 

2X 4^ ^^ ^ 
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je les chaag(er^ y par la première de» règlea citées^ en 

5XjXQx 5X7X4g 5x5x53? 

3x5X7' 3x5X7 ' 3x5X7^ 

puis pour convertir les entiers 4 et i a en fractions, il n'y 
aura plus qu*à les multiplier par le dénominateur com- 
ipiuA des fractions, savoir , par 3 X 5 X 7 » et loiil aura 

5x5X7X4, 5X5X7X12. 

Replaçant ensuite tous ces termes dans Féquation pro- 
posée , elle deviendra 

5X7X33? 5x5X7X4 
3x5X7 5x5X7 

3X7X4a? . 3x5X7Xia gX&X5j? 
~ 5x5X7 5X5X7 5x5X7 * 

et l'on j pourra supprimer le dénominateur , puisqu*on 
ne fera par là que multiplier toutes ses parties par ce 
dénominateur ( Anthm. 54 ) , ce qui ne saurait troubler 
Inégalité, n viendra ;, après cette suppression , 

SX7X2iç + 5x5X7X4 
=5X7X4^ + 3X5X7X12 — 5 X5x5çr. 

ou 70 a? + 420 = 84^+1260 — 75 a?, 

équation sans dénominateur , de laquelle on tirera la 
valeur de a? par lea règles précédentes. 

L'inspection du résultat ci-dessus ^ et même Tapplica- 
tion seule des règles d'Aritlimétique citées , faft vofr évi- 
denmient que , dans l'opération dont il s'agit , lesnun$é- 
rateurs de chaque fraction doivent être multiplié^par le 
produit des dénominateurs de toutes les autres , lès; en* 
tiers, parle produit de tous les dénominateurs ; çt il'ifê 
faut tenir aucun compte du dénominateur commun 4^ 
fractions résultantes. 

L'équation 70 a? + 4^0 = 84 a? -f 1 260—75 xdevtent 
successivement 



79 X + 75 a: — 84a? = i2GQ — 420 

6ix= 840 

01 bi 

Le même procédé s'applique aux équations littéral e», 
en observant qu'on ne peut alors qu'indiquer les multi- 
plications , qui s'effectuent lorsqu'il s'agit des nombres. 

Soit , par exemple , l'équation 

b e'^ h ' 

on en déduira 

ehXax — beh yic'=ibhy,dx-\'be"X^fg, 

résultat qu*on peut écrire plus simplement en plaçant^ 
conformément à la convention établie dans le n® 7 , à 
côté les ims des autres y sans interposition de signe , les 
facteurs de chaque, produit , et en intervertissant l'ordre 
des multiplications pour conserver l'ordre alphabétique , 
plus facile dans renonciation des lettres : il viendra 

aehx — bcehzzzbdhx^befg, 
d*où l'on conclura 

aehx'~-'bdhx = b efg '^bceh , 

befg'^'bceh 
aeh — bdh 

14. Quoiqu'on ne puisse donner aucune règle géné- 
rale et précise pour former l'équation d'une question 
quelconque , il existe cependant un précepte dont l'ap- 
plication bien entendue ne manquerait pas de conduire 
au but proposé. Voici ce précepte : 

Indiquer, à l'aide des signes algébriques, sur les quan- 
tités connues , représentées soit par d^ss nombres , soit 
par des lettres , et sur les quantités inconnues représentées 
toujours par des lettres, les mêmes raisonncmens et les 
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mêmes opérations qu'il faudrait effectuer pour vérifier 
les valeurs des inconnues, si elles étaient données. 

Pour en faire usage, il fautd*abord déterminer avec som 
quelles sont les opérations que l'énoncé de la ques- 
tion renferme , soit explicitement» sojt implicitement; 
m^ c'est précisément en cela que consiste .la difficulté 
de mettre en équation ua problème proposé. 

Voici quelques exemples pour montrer l'application 
du précepte ci-dessus. J'ai choisi les deux premiers parmi 
les questions résolues en Arithmétique, a£nde montrer la 
facilité que l'écriture algébrique apporte au développe- 
ment des énoncés. 

1°. Soient deux fontaines , dont la première, coulant 
seule pendant 2^ |, remplit un certain bassin, et dont la 
seconde remplit le même basjsin en coulant seule pendant 
Z^ I ; combien faudra-t-il de temps pour qu'il soit rempli 
par les deupc fontaines coulant à la fois? 

Si ce temps était donné , on le vérifierait en calculant 
les quantités d'eau versées par chaque fontaine , et réu- 
nissant les résultats , on s'assurerait qu'ils composent la 
.totalité de l'eau que peut contenir le bassin. 

Pour former l'équation, on désignera par x le temps 
inconnu , et on indiquera sur x les opérations énoncées 
ci-dessus ; mais afin de rendre la solution indépendante 
des nombres donnés, et même d'abréger l'expression 
de ceux de l'énoncé qui sont fractionnaires , on les 
représentera aussi par des lettres ; on pourra écrire a au 
lieu de 2*» ^, et & au lieu de 3^ |. 

Cela posé , en prenant , comme en Arithmétique , la 
capacité du bassin pour unité , on verra que 

Lapremière fontaine qui le remplit seule en un nombre a 
d'heures, y verse, dans une heure, une quantité d'eau 

marquée par la fraction - , et que par conséquent elle 



2|6 ]£L]âMBKS 

foDimira dans un nombre x d'heures la quantité a: X - » 

OU - ( Arithm. 53 ). 

La feocude fontaine « 401 remplit le même bassin en 
i d'beores , y verse , dtçM une Heure » une quantité d'eau 

erorimée par la fraction 7 ; et par conséquent dans un 

nombrex d'heures, eUe ^umira la quantités X 7 ou r« 

La quantité totale d'eau fournie par les deux fontaines 
sera donc 

X , X 

et cette quantité devant égaler celle que contient le 
bassin , et qui a été prise pour imité , on aura enfin 
l'équation 

X . X 

Cette éqaa.ûif9., traitée par le» règles précédeotes, coa- 
duità 

bx-\-ax:= ab , 

ab 



La dernière formule donné, pour résoudre tous les 
cas de la question proposée , cette règle fort simple : 

Divisez h produit des nombres qui marquent le temps 
que met chaque fontaine en particulier à remplir le bas- 
sin, par la somme de ces nombres; le quotient marquera 
h temps qu'il faudra aux deux fontaines pour le remplir 
simultanément. 

En appliquant cette règle aux nombres de l'énoncé , 
on a 
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^ -^aT^Î a"rT 8 T^X— 8 > 

doù 

(P«(£rf ^£ /e; mêmes rappçrtjf^ue ^ no^re^ 4oméf 
m ^ n 6^ p. 

Il est yisiblfi q^e U yérificatipn de 1^ (^Ç3tipn ce ferait 
çoEftme U m^ : 

Çn déçigîjant p^ ;?; I^ i'^ partie ^ pxx aurait 

n^:»;:cr;laa*p<urtiç:;;î; — (-^rf^A/Ti. iiÇ.) « 



m:p ::x:la 3® partie = 



m 



çt réunissant les tfoia p^W « il feudr^t trouver I9 
flçflab^^ ^ P^t^j^ : o^ ^^^ donc Vçq\^tioa 

, nx , p X 

I 

^ ré^uis^i^t tpi^ antennes au ^^^orai^tçHr 1?^^ «U? 
deviendra 

^t Dij çp; tirf r^ 

^m 

^ = — ; — ; — • 

C^ résultat n'^est que la traduction algébrique de là 
règle de société Ç Arithm, 124) j ^^ ^^ regardant les 
nombres m, n, p, comme désignant les mises des mar- 
chands, m-f" ^~hp ^^^ ^^ ^se totale , a le bénéfice à 
partager , et l'expression 

indique qu une part s'obtient en muUfr 



m-^n^p 
pliant la mis^ correspondante par le bénéfke total , ^ 
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en divisant le produit par la somme des mises , ce qui 
re\de]it à la proportion 

la mise totale ! une mise particulière 
Il le gain total l au gain particulier. 

f.5. ha formation de l'équation du problème suivant 
exige des observations particulières qui ne se sont pas 
encore présentées. 

Un pêcheur , afin d* encourager sonjils, lui promet 
5 centimes par chaque coup dejilet dans lequel il aura 
pris du poisson, mais aussi il remettra à son père 3 cen- 
times pour chaque coup infructueux. j4près la coups 
dejilet, le père et lejlls règlent leur compte. Le premier 
doit au secondes centimes. Combien y a-t-ileu de coups 
dejilet heureux ? 

Si l'on représente le nombre de ces coups par x , le 
nombre des coups infructueux sera 12 — a:; et si ces 
nombres étaient donnés , on les vérifierait en multipliant 
5 centimes par le premier, pour obtenir ce que le père 
doit donner au fils , et 3 centimes par le second , pour 
avoir ce que le fils doit remettre au père : le premier 
nombre devrait surpasser le second des 28 centimes que 
le père doit à son fils. 

On aura pour le premier nombre , a: de fois 5 centimes 
ou 5x. A l'égard du second nombre , il se présente une 
difficulté : comment obtenir le produit de 3 par la — xl 
Si , an lieu de x , il y avait im nombre donné , on effec- 
tuerait d'abord la soustraction indiquée^ puis on multi- 
plierait 3 par le reste ; mais pour le moment la chose 
n'est pas possible ^ et il faut tâcher d'effectuer la multi- 
plication avant la soustraction , ou au moins de ramener 
le résultat à un ensemble de termes algébriques sem- 
blables à ceux que contiennent les équations qu'on sait 
résoudre. 

Avec un peu d'attention , on voit qu en prenant 12 fois 
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le nombre 3 , on répète 3 autant de fois de trop qu'il y a 
d'unités dans le nombre x , dont on aurait dû préalable- 
ment diminuer le multiplicateur 12 , en sorte que le véri- 
table produit sera 

36 diminué de 3 pris x fois ou de 3 07 , 
ou • 36 — 3 it. 

Cette conclusion peut se vérifier facilement , en don- 
nant à X des valeurs numériques. Si , par exemple , x 
était égal à 8 , on aurait 3 à prendre 12 fois — 8 fois , 
et si on négligeait — 8 fois, on mettrait dans le résultat 
8 fois de trop le nombre 3; le vi^ài produit serait donc 

3X la — 3 ><8 = 36 — 24== la. . 

Ce résultat s'accorde avec celui qu*0A obtiendrait en rer 
tranchant d*abord 8 dç 12 ; car _ ^ 

i2--.8=4 et 5X4 = 12. 

• ^ ■ •■•.••■ -i 

Cela posé , puisque Targeint dû par le père à son fils 
^st exprimé par. 5a: , el; que celui que le £I3 doit à ,son 
père est .eaçrimé par, 36 — \'àx^ il faut que le second 
nombre, retranché du prenyer , dpuflç poui: reste :^8 ; 

mais encore ici nouvelle difficulté ; comment retrancher 

...» . - ■ ■ • . • 

36 — 3ar de 5x, sans avoir soustrait d'abord 3x de 36 ? 

Qfli élude cette xlifficulté en bbservant que si Fpn né- 
gligeait le terme —3a:, et qu'on retranchât de 5 a; le 
nombre 36 tout entier , on aittait nécesss^rement ôté 3 x 
de trop , puisque ce n'est qu'après avoir diminué' 36 de 
Zx , qu'il faut le retrancher de 5jc. Ainsi , la différence 
5x — 36 doit être augmentée de 3ir pour former la 
quantitéjqui doit rester aprês qu'on a ôté de 5x' le 
nombre exprimé par 36 — 3a7 : cette quantité sera donc 

5a: — 36-f 3:r; - 

et on aura l'équation 

.5a:-f-36-|-3a:r=:28> - 
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qui rerie&t ifticodssiYement à 

Sx=64, 

Il y a donc en 8 coups de filet heurenx et 4 d'infime* 
tueux. 
£n efifet, 8 coups à 5 centimes^ dolment4o centimes, 
4 Coups à 3 donnent la 

différence aS 

comme l'exige Fénoncé de la question. 

Si on voulait rendre la solution générale , on repré- 
senterait piar a la somme que le père donne à son fils pour 
chaque coup de filet heureux, par b celle que le fils 
rend à son père pour chaque coup de filet iilfructueux ; 
par c le nombre total de coups de filet ^ et par d ce que 
le père doit à son fils après ce nombre de coups. £n 
désignant toujours par x le nombre de coups heureux , 
c^x serait celui des coups infructuewt; chaque coup 
delaptemièrb espèceyalant au fils une somme a , a? coups 
Taxtdraient aXxonna:, e^les coups infructueux ratk- 
draient au père la somme b , multipliée par le nombre 
c — X. 

Le raisonnement par lequel on a trouvé lés parties 
dont se compose le produit de 3 par la — x, s'applique 
également an cas général. Si on néglige d'abord — x 
pour former le produit ic , de 6 par c tout entier , la 
somme b sera répétée x fois de trop , et par conséquent 
le véritable produit sera & c — - bx. 

Pour retrancher ce produit de la somme ax, il faut 
observer aussi, comme dan^ l'exemple numérique , que 
tt on retranchait la quantité Ac toute entière, on ôterait 
de trop la quantité bx dont la première doit être dimi- 
nuée d'abord ; et que par conséquent le véritable reste 
n'est pas seulement a X — 6 c, msàsnx — ic + ftx. 
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Cette fiCHBme devant être égale à d ^ réquatiou da 
problème sera 

ax-^bc^hx'S±df 
et donnera 

d + bc 



x = 



a+b' 



Cette formule générale mdiqaânt qtielks ôpérdtbn^ 
il faut faire sur Ica nombres donnés a^ b,c,d, ponr 
obtenir Tinconnue x^ on peut on la traduire en règle^on 
bienjr écrire à la place des lettres a^ b, c, d, les nombres 
donnés; le denùer procédé ^estoe qu'on appelle xi^^fi^u^r 
kavalenr^âesdoBnéeSy ou mettre la formule en nombres. 
En j appliquant ceux de l'exemple ci-^dessus , il vient 

et en efFectuaat les opérations indiquées^ cm a, comme 
plus haut, 

x— ^gr— g:-8. 

Méthodes pour effectuer , autant qu'il est possibles les 
opérations indiquées sur les quantités représentées par 
des^ lettres. 

16. La question précédente a fait voir qu'il fallait^ 
dans certains cas, décomposer en multîplicationspartielies 
une multiplication indiquée sur la somme ou la diffé- 
rence de plusieurs quantités ; et dans le numéro 11^ on 
a fait précisément le contraire , en décomposant la quan- 
tité Oror*^ iiT-f- c X , -qui ruprésenlDs le résultat de plu- 
sieiBVtnmlti^csâions suivies d*addi^nv ert de soustrac- 
tions, d'an» le» denx fiaoteurs û^^-^b-^c etx, qui nMn- 
diquent qu'une seule multiplication précédée d'addition 
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et de soustraction. Les raisonnemensdont on s'est servi 
dans ces deux circonstances, peuvent être réduits eh 
règles; et il en résultera, sur les quantités représentées 
par des lettres , des opérations qu'on a appelées muliir' 
plicatien et division algébriques, par Fanalogie qu'elles 
ont avec les opérations de l'Arithmétique qui portent 
les mêmes noms. 

On a conçu par la même analo^e deux opérations 
algébriques qui pQrtent les noms à* addition et de sous- 
traction , et dans lesquelles on a pour but de réunir en 
une seule plusieurs expressions algébriques, ou de les 
retrancher l'une de l'autre ; mais ces opérations , comme 
les précédentes , diiTèrent de celles de l'Arithmétique , 
en ce que leurs résultats, n'étant le plus souvent que des 
indications d'opérations à effectuer , ne présentent 
qu'une transformation des opérations primitivement 
indiquées , en d'autres qui produisent le même effet. Il 
arrive seulement, ou qu'on simplifie les expressions, ou 
qu'on leur donne une forme propre à manifester leS 
conditions qu'Q faut remplir. 

Pour expliquer ces opérations, on appelle quantités 
monômes ou simplement monômes , celles qui n'ont 
qu'un seul terme , comme +î2a , — 3ab, etc.; binômes 
celles qui en ont deux, comme a-\-b,a — b, 5o— 2x, etc.; 
trinoTnes celles qui en ont trois, quadrinomes celles qui 
en ont quatre, et en général polynômes les quantités 
composées de plusieurs termes. Il est bon d'obser\'er 
qu'on appelle aussi les monômes quantités incomplexes , 
et les poljmomes quantités complexes. 

De r addition des quantités algébriques. 

17. L'addition des quantités monômes se fait en'lex 
joignant par le signe -f- ; c'est ainsi que b ajouté avec a 
s'indique par a -f- &. Mais lorsqu'on se propose d'ajouter 
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ensemble des expressions algébriques ^ on a en même 
temps pour but de simplifier le résultat^ en le réduisant 
au plus petit nombre de termes possible^ parla réunion 
de plusieurs de ces termes en im seul. 

Cette réunion eât fcelle (|ui à été effectuée dans 
les niiniéros â et 5^ en réduisant la quantité x+x 
à SX y la quantité 07-}" a: -f-^^ 3a:. Elle ne peut avoir 
lieu qu'à l'égard des quantités exprimées par les mêmes 
lettres, et qu'on appielle pour cette raison quantités 
semblables. On regarde la quantité littérale comme une 
unité qui se trouve répétée un certain nombre de fois; 
c'est ainsi que les quantités sa et $a , considérées comme 
deux et trois unités d*une espèce particulière, forment, 
par leur addition, 5 a, ou 5 unités de même espèce. De 
même , 4^ ^t 5ab- forment gai. 

Dans ce cas, l'addition s'opère sur les chiffreâfqui pré- 
cèdent la quantité littérale, et qui indiquent combien de 
fois elle est répétée. Ces éhiiFres se nomment coefficiens. 
Le coefficient est donc le multiplicateur de la quantité 
devant laquelle il est placé ; et il faut se rappeler que 
lorsqu'il n'est pas écrit , il est égal à l'unité ; car i a est la 
même chose que a. 

i8. Lorsqu'il s'agit de réunir des quantités quel^ 
conques, conmaB 

4 a «4- 56 et ac-f3<î, 

le totaldoitêtre évidemment composé de toutes lesparties 
ajoutées ensemble; il faut donc écrire 

4a + 56 + se + Zd. 
Si l'on avait au contraire 

4a-f-5& et se — 2frf, 

il faûdrmt, dans la somme, écrire avec le signe — , ou 
indiquer comme soustractive,la quantité 3rf, qui, devant 
être retranchée de se, diminuerait nécessairement d'au- 

Elém, d'Algèbre. i4« édition. 3 
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tant la somme qu'on £>nneraît en réunissant se arec 
la première des quantités proposées ; et Ton aurait 

4^ + â^ + fi^ — Sd. 

Ces deux exemples font yokijaeJ' addition algébrique 
de^ polynômes s'effectua en écrivant,à la suite les unes 
des autres, avec leurs signes , les quantités qu'il faut 
ajouter^ et en observant que les termes qui.ne sont pré' 
cédés d'aucun signe ^ sont censés avoir le signe '{-. 

L*:opératioa ci-^dessus n'est ^ à proprement parler, 
quxne indication par laquelle la réunion de deux quan- 
tités complexes est lamenée à Faddition et à lasoustrao- 
tkm d'un certain nombre de quantités monômes ; mais si 
les expressions à .ajouter contenaient des termes sem- 
blables , on ponrxBÎt vénnir ces termes en opérant inuné* 
diatement sur leurs coeffidiens. 

Soient^ pour exemple , les expressions 

4a + sb^2c, 

aa — 3c + 4^> 
74-4- r -^ e j 

lasomme indiquée sera , d'après la règle précédente, 

4a + 9^ — ac+a a— '504.4^ + 7*+ c — e. 
Mais les termes 4 a et -)- aa étant formés de quantités 
semblées, ae réunissent ^n un seul égal à 6a. 

De même les termes + 9&> + 7 & > donnent i6b. 

Lits termes — se et — 3c , tous deux soustractifs , 
produisent dans le total le même effet que la soustrac- 
tion d'une quantité égale i leur4omme , c'est-^-dire que 
la soustraction de 5c ; et conune , en yertu du terme -f- c, 
on aura d'une autre part à ajouter c , il restera seulement 
à retrancher 4^* 

Lasonune des expressions proposées sera donc rame- 
née à 

6a^x6b^4jc + 4d^e. 



1 9 . La dernière opération pratiquée ci-dessus , et par 
iaqueUe' on réunit tous les termes semblables en un 
seul y quelque signe qu'ils aient , s^ nomme la réduction^ 
EUes'effecfu^ en faisant la somme des quantités sembla^ 
blés affectées du signe -j-^ celle des quantités semblables 
affectées du signe — ; puis' en retranchant la plus petite 
de ces deux sommes de la plus grande, et donnant au 
reste le signe ae la plus grande. 

Il est à remarquer que la réduction s'applique à toutes 
les opérations alg^riqnes. 

Voici, pour exercer le lecteur, quelques exemples 
d'additions avec leurs résultats. 

I*. Ajouter les quantités 

3 a+971— 1177l-f- 2r 

11 n — 2&— m — '' + ^ 

résultat 7m+37i— i4p + i7^+3û + 9» — ii/n+ar 

+5p— 4^^^+ Sn-f-ii» — ûi — m — r + ^• 
Faisantkt«éduction, cette quantité se change en celle-ci 

— 9m+3iit — 9p + i8r+3£z — a&+j, 
ou 3i 71 — 9m — 9p + i8r-f-3a — a6+^, 

en commençant par un terme qui ait le signe -f"* 

22^ Ajouter les quantités 

11 &Cri-4^^"^8^^+^/;^ 

&ac:^ybc'rraad'^4^^ 
accf — 3 a 6^ 5jçtc-|r a n 

90/1 — a bc'^sfad+Scd 

résultat ii.6c4-4^^ — Sac+Scd-^-Sac+ybc — aad 
-f-4''*'H"2cç^— 3ai+5ac+ûii +90/1 — aie 

En réduisant cette ^antité, elle deyieAt 

iSbc-^iac^ l'Àcd+jÇ^n-rS ab "i- ^o an. 

3.. 
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D^ la soustraction des quantités algébriques, 

so. La soiistractien des monômes s'indique^ ainsi qu'on 
en est conyenu , en plaçant le signe — - entre la quantité 
à soustraire et celle dont on la soustrait. 

b soustrait de a, s'écrit par a-^b. 

Lorsque les quantités sont semblables^ la soustraction 
s* opère immédiatement sur les- coefficiens . 

Si de 5à on retranche 3a> il yient pour reste fia, 
A l'égard de la soustraction des polynômes , il faut 
distinguer deux cas. i®. Si la quantité à soustraire a 
tous ses termes affectés du signe -f-, il faut évidem- 
ment leur donner le signe — ^ puisqu'on doit retrancher 
successivement toutes les parties de la quantité à sou> 
traire. 

Si, par exemple, de 5a — g6-(-22c, on veut ôter 
aJ -f- 3e -f" 4/» ^ £uidra écrire 

5a — gft-f-ac — arf— 3e — 4[/I 

a?» Si la quantité à soustraire a des termes affiectés dn 
signe — ' , il faut leur donner le. signe -(-• En effet, si de 
la quaiititéa, on voulait ôter b — c, et qu'on écrivit 
d'abord a— 6, on aurait diminué ainsi a de la quan- 
tité b tout entière ; mais la soustraction ne devrait s'ef- 
fectuer qu'après avoir diminué préalablement b de la 
quantité c : on a donc ôté de trop cette dernière quantité^ 
qu'il faut par conséquent restituer avec le signe +y ce 
qui donnera pour le vrai résultat , 

a-^b'\'C. 

Ce raisonnement , qu'on peut appliquer à tous Tes cas 
semblables , montre que le signe — de c a du être changé 
en -4- ; et en rapprochant ce résultat du précédent, on con- 
clura que la soustraction des quantités algébriques s^ ef- 
fectue en écrivant^ à la suifede la quantité dont on veut 
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^ausiridre une autre, cette autre, après en avoir chaîné 
les signes + en ^r^ et les signes -* en -f*. 

Lorsqu'on a écrit le résultat que donne d^abord la 
règle énoncée plus haut ^ on y fait > s'il y a lieu , des ré- 
ductions conformes au précepte du numéro ig , ainsi 
qu'on le voit dans les exemples sûiyans : 

1*. Soustraire de 170 + am— 96-^4^+^3^ 
laquantité... 5ia— fl7i+iic— 4^. 

Résultat lya+am — 96 — ^c+pL^d 

— 510+276— iic-|-4rf. 
Opérant la réduction > cette quantité devient 

r-34^+^''*+^^*'" ^5c+i^7rî^ 
ou bien 

37» — 34 a + i8ft — i5c + a7d. 

a**. Soustraire de 5 a^— -Sczft+gfcc — 4^^ 
laquantité 8am— aa6 +iiac — jcd. 

Résultat 5ac — 806+9 &c— 4^^ 

— Sam + aafr — iiac+7cd. 

Opérant la réduction , il vient 

— Gflc— Gaô + gic— la 0711+7 ccl> 
QU g6c-r:6ac — 6a6 — iao7îi + 7C€i. 

Pe Az multipliaffl^n des quantités algébriques* 

ai. Tant qu'on n'envisage dans les lettres que les 
valeurs numériques des quantités dont elles tiennent la 
place , on doit se former de 1^ multiplication algébrique 
la même idée que de la multiplication arithmétique 
{^Arithm, ai, 74). Ainsi, multiplier a par h , c'est corn- 
poser avec la quantité représentée par a, une autre quan^ 
iité, de la même manière que la quantité représentée 
par h l'est avec t unité. 

On a déjà £ait connaître dans les numéros a et 7 , les 
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Kffiei dont oti est eonyenu pour indiquer la muItipUi 
tion ; et le prodtiît de npar b s'écrirait en oonséqaence 
soit par a X ^ > ou par a • 6, on enfin par ab. 

On a le plus souvent "besoindlbdiqnèr plusieurs mul- 
tiplications isuccesâftyes , comme celle de à par b , puis 
du produit a 6 par c, puis de ce dernier produit pVird, 
et ailisi desnite. Dans ce cas il est éyident que le dernier 
résultat est un nombre ayant pour facteurs lès nombres 
a^b^Cyd (^Afithtn, ââ) ; et ^ en généralisant la dernière 
des conyentions rappelées ci-desafus , on indique ce pro^ 
duit en écrivant à la mite l'un de l'autre, et sans aur- 
cuneinterpositiondesigne^ les facteurs dont il es ff orme; 
on a de cette manière l'expression abc d. 

Réciproquement^ toute expression telle que abcd, 
formée de plusieurs lettres écrites inmiédiatement à la 
suite les unes des autres , désigne toujours le produit 
des nomlnres représentés par ces lettres. 

J'ai déjà fait tacitement usage de ces conven- 
tions, dans lesquelles les coei&cîens numériques sont 
aussi compris y puisqu'ils sont évidemment facteurs de la 
quantité proposée. £n effet, iSafrc^J, désignant la quan* 
tité a6 emprise 1 5 fois , exprime aussi le produit des cinq 
facteurs i5, o, i , c, d, 

2a. n suit de là que pour indiquer la multiplication 
de plusieurs monômes, tels que ^abc y Sdef^ 3 m ti , il 
faut écrire ces quantités à la isuite les unes des autres , 
aans interpoeiticm de signe, et il viendra 

4abc5def5m n; 

mais comme on a fait voir en Arithmétique, n"" 70, 
qu'on pouvait intervertir comme on voulait l'ordre des 
facteurs d*un produit, sans que la valeur de ce produit 
changeât^ on profite de cette circonstance pour rap- 
procher les facteurs numériques ^ dont la multiplication 
peut s'effectuer par les règles de l'Arithmétique : on 
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conçoit donc le produit comme iadifiià dans l'oidre* 
é^,5.5ahcdefmn.i et efFectttaat k multîpfeatioa^des 
nomljres 4> 5 ^ 3 ^ od anra seulement 

60 ab cdef m n {'^'). ^ 

aS, L'expression d'mi produit s'abrège beaucoup lors- 
qu'il contient des factisurs égaux. Au lien d'écrire pln"- 
sieurs fois de suite la lettre qui représente un de ces 
licteurs y on ne la met qu'une foi», et on marque parun 
nombre combien de fois elle aurait dû être écrèiè comme 
fetcteur; mais parce que ce nombre iiodique des multi- 
plications successives^ il doit être soigneusement distingué 
du coefficient , qui n'indique que des additions '> c'est 
pourquoi on le place à la droite de la lettre , et un peu 
au-dessus , tandis que le coefficient est toujours écrit à 
la gauche de la lettre et sur la même Hgne. 

D'après cette convention , le produit de a par a y qui 
serait indiqué ^ suiyant le numéro 21 , par aa, devient 
a^. Le a supérieur marque que le nombre désigné par la 
lettre a est deux fois facteur dans l'expression proposée , 
qu'il ne faut par conséquent pas confondre avec s a , qui 
n'est que l'abréviation dea-^-a. Pour Ken sentir l'erreur 
que l'on commettrait en prenant l'une pour l'autre , il 
suffit de substituer des nombres aux lettres. Si l'on avait, 
par exemple, a = 5, 2a deviendrait â.5 = io^ et 

En continuant cette marche , on verra que pour désî- 



(^) L'usage des syBtbole» algébriques abrégeant beaucoup la- dé- 
monstration de cette proposition , j'ai cru devoir la rappeler ici aQ 
moyen de ces symboles. 

Si l'on écrit le produit abc defcomm^ il suit lahoXàe X/» 
et q[u'on change l'ordre des deux facteurs du produit de pour avoir 
ed (Arithm, 97), il viendra àhc X ed X/o« ahcedf. Il est 
évident qu'on pourra, par de nouvelles décompositions, amener tel 
cbangemeDtqa'on voudra dans l'oidm des facteurs doprodlutps0<- 
posé. 
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giier on produit dans lequel a serait trois fois facteur , il 
£uidrait écrire a?, anlien de aaa; de même c^ équi- 
valent de aaaaa, représente un produit dans lequel a 
est cinq fois fecteur. 

2i4« Les produits formés ainsi par des multiplications 
saccesâves d*une quantité , sont appelés en général puii^ 
sances de cette quantité. 

La quantité elle-même , ou a, se nomme la première 
puissance. 

La quantité multipliée par elle-même , ou a a , ou bien 
i]^ ^ est la seconde puissance , qu'-on appelle aussi le 
tptarré, 

La quantité multipliée deux fois de suite par elle- 
m&ne , ou aaa , ou bien a?, est la troi^ème puissance, 
qu'on appelle aussi cube (^. 

En général , une puissance quelconque se désigne par 
Ip nombre de focteurs égaux dont elle est formée : c^ ou 
bien aaaaa, est la an^uiéTne puissance de a. 

Pour montrer l'application de ces dénominations , jç 
prendrai le nombre 3 , et j'aurai 

i'® puissance 3 

^ 3.3= 9 

3* 3.3.3= 9.3= 27 

4« 3.3.3.3=37.3= 81 

Sr ••••••..• 0.0.0. 9. O 1 . <3i I ini|i>J 

etc. 

Le nombre qui marque la puissance d'un autre sq 
fiomme exposant de cet autre. 



(*) Les dënomiiuitionf dt quatre et decif^, tenant k des considë- 
rttkmt fiamétxujpntêf et rompant roniformite'dans la nomendatore 
dtf p#odidts fbimct par des facteurs éganz , sont très impropres en 
Algèbre i mais on ki emploie Créqnemmcot k cause de leur brièveté. 
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. Vexpos^nt , lorsqif*!! es!t égal à l'miité , np 8*épnt 
pgîilt : (B8t k^ même chose que a'. 

On yoxX par ce qui précède » que » pour former uns 
puissance d'un nombre ^ il faut multiplier ce nombre 
par luir-même une fois de moins quHl o|y a d^unités dans 
texposant de la puissance. 

â5. Puisque l'exposant marque le nombre de facteur^ 
égaux qui forment Texpres^ion dont il fait partie , et 
queje produitde deux quantités doit avoir pour facteurs 
tous ceux qui forment chacune de ces quantités , il s'en- 
suit que l'expression ^, 'dans laquelle a est 5 fois fac- 
teur 9 multipliée par Texpresdion c?, dans laquelle a est 
S fois factettr, doit donner tm produit dans lequel a 
soit 8 fois facteur, par conséquent exprimé par cf, et 
qu'en général le produit de deiix puissantes du même 
non^bre doit avoir pour exposant la somme de ce^x du 
nmUipUcande et du multiplicateur» 

a6. Il suit de là que lorsque deux monômes ont des 
lettres corpmunes f on peut abréger l'expression du pro- 
duit de ces quantités , en ajoutant tout de suite les expo- 
sans des lettres semblables du muUiipUcande et du muln 
tiplicaJteur. 

Par exemple, l'expression du produit des quantités 
C^V c et a^b^ c^ cî,qui seraita*t^c o^i^c* d, suivant 
les conventions du numéro âi , s'abrège en assemblant 
les facteurs désignés par la même lettre, ce qui 

jdonne 

a^al^b^b^cd'd, 
d'où l'on conclut 

aH^àd, 
en écrivant 

a* au lieu de a^a^ ^ 
b^ au lieu de h^ b^ y 
i? au lieu de c c^ ou de c' c^. 
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27. De même qu'on distingue les puissances par le 
nombre de facteurs égaux dont elles sont formées , on 
classe aussi les produits quelconques par le nombre des 
facteurs simples ou premiers qui leé forment ; et je don- 
nerai à ces classes le nom de degrés. Le produit a^ P c 
sera y par exemple, du 6^ degré, parce qu'il lenferme 
6 facteurs simples , savoir : 2 facteurs a, 3 facteurs b et 
1 facteur c. Il est évident que les facteurs a, 6 et c , re- 
gardés ici comme premiers , ne le sont qu*eu égard à 
l'Algèbre , qui ne permet pas de les décomposer ; mais 
ils peuvent représenter d'ailleurs des nombres composés : 
il ne s'agit ici que de kur état général (^. 

Les coelliciens exprimés en nombres ne comptent 
point dansl'estimation du degrédesquandtésalgébriques; 
on n'a égard qu'aux lettres. 

Il est évident (ai , fl5) que lorsqu'on multiplie deux 
monômes l'un par l'autre , le nombre quimarque le degré 
du produit est la somme de ceux qui marquent le degré 
de chacun de ces monômes. 

a8. La multiplication des quantités conqilexes se ra- 
mène à celle des quantités monômes, en considérant à 
part cbaque terme du multiplicande et du multiplica- 
teur, de même qu'en Arithmétique^ on opère en particu- 
lier sur chaque chilTre des nombres qu'on se propose de 
multiplier {^Ariihm. 33) ; b réunion des produits par- 



{* ) Par une suite de Tanalogie indiquée dans la note de la page 4o» 
on appelle commnnément dimensions ce que je nomme degrés. L'ex- 
pression rapporta ci-dessns anrait, dans le langage ordinaire , 6 di- 
mensions. Cet exemple prouve bien Pabsurdité de Fancienne nomen- 
clature, établie sur ce que les prodoits de a ou de 3 facteurs mesurent 
les aires des surfaces et les volumes des corps , qui ont deux ou trois 
dimensions; mais passé ce terme, la correspondance entre les 
expressions algébriques et les Ggures géométriques cesse, puisque 
l'étendue ne jieut avoir plus de trois dimensions. 
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tieb ôdmpose lé produit total : mais TAIgèbre présente 
ùiie tii^ônât£toce qùiUësetrbiiVepds dans les nombres. 
Ceux-ci n'ont poîiit dé terines à rëtraiôcher, où de 
parties soustractiyes ; les Unités , dixaines , cen- 
taines^ etc. qui les forment^ sôint toujours censées ajou- 
tées (entre elles, et alôfs il est bien évident que le produit 
total doit se former de la somme des produits de chaque 
partie du midtijplibkbde pàt cbaque partie du multipli- 
catetif. 

Il çn est de même lorsqu'il s'ag^tdes expressions litté- 
rales dont tous les termes sont assemblés par le signe -(— 

Le produit de a -f- ^ 
multiplié par t . 

est à c^b c^ 

et s'obtient en multipliant chaque partie du multipli- 
cande par le multiplicateur , et en ajoutant les deux 
pt-oduîts partiels a à et ft c. Si le multiplicande con- 
tenait plus de deux parties , Topération serait toujours 
la même; 

Lorsque [e multiplicateur est la sonune de plusieurs 
termes^ il est -visible que le produit se compose de la 
somme des produits du multiplicande par chaque terme 
du multiplicateur/ 

Le produit de c + ft 

multiplié par c + d 

■ 

f ac -{' b c 
\-\-ad^b d; 

car en multipliant d'abord a + 5 par c, on obtient 
ac"]-bc^ puis en multipliant a -f ô parle second terme d 
du multiplicateur , on trouve a d + i cî, et la somme de 
ces deux résultats donne ac + bc-^-ad-^bd pour lis 
produit total. 

ag. Lorsque le multiplicande contient des parties 
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aottStractÎTes , les produits de ces parties par le multipli- 
cateur doivent être retranchés des autres , c'est-à-dire 
affectés du signe — . Par exemple , 

le produit de a — b 
multiplié par c 

est ac-^bci 

car chaque fois qu'on prendra tout entière la quantité a, 
qui aurait éà être diminuée de b avant la multiplication , 
on prendra de trop la quantité & ; le produit a c, dans 
lequel a tout entier est pris autant de fois que le marque 
le nombre c^ surpassera par conséquent le produit cher- 
ché de la quantité b , prise autant de fois que le marque 
le nombre c, ou du produit & c : il faudra donc retran- 
cher 6c de ac^ ce qui donnera, conune ci-dessus, 

oc — bc. 

Le même raisonnement s'appliquerait à chacune des 
parties soustractives du multiplicande , quel qu'en fut le 
nombre , et quel que fût celui des termes du multiplica- 
teur, pourvu qu'ils fussent tous affectés du signe -|-. 
En observant que les termes qui n'ont pas de signe soAt 
censés avoir le signe -|- , on voit par ces exemples que 
les termes du multiplicande affectés du signe -f- , donnent 
un produit partiel affecté du signe -f-, tandis que ceux 
qui sont affectés du signe — , en donnent un affecté du 
(dgne— . Il suit de là que lorsque le multiplicateur par- 
tiel a le signe -f- , le produit partiel a le même signe que 
le multipÛcande partiel, 

3o . Le contraire a lieu quand le multiplicateur contient 
des parties soustractives ; les produits formés par ces par- 
ties doivent être pris avec un signe contraire à celui qu'ils 
juraient , d'après la règle précédente. On s'en convaincra 
par l'exemple suivant. 



Soit le multiplicande a — b 
le multiplicateur c — d 

ac'^bc 



le produit sera {_„j^j^. 



carje produit du multiplicande par le premier terme c 
du multiplicateur sera, par l'exemple précédent^ ac^-^bc, 
mais en prenant c tout entier pour multiplicateur , au 
lieu de c diminué de d, on prend la quantité a r— & au- 
tant de fois de trop que le marque le nombre r2; ainsi ^ 
le produit ac—2r c surpasse celui qu'on cberclie, dupro* 
duit de a-* & par d. Or ce dernier est , par ce qtii pré- 
cède, ad'-'bd^ et pour le retrancher da premier, il 
£aut en changer les signes (ao) : on a\ira donc 
ac'-'bc-^ad^bd pour le résultat demandé. 

3i. En résumant les conséquences des exemples ci- 
dessus, on en conclura que la multiplication des poly- 
nomes s'effectue en multipliant successivement, selonles 
règles données pour les monômes ( n^* a 1 -— a6) , tous les 
termes d^ multipUcandepar chaqueterme du multiplica- 
teur, et en observant que si le multiplicateur partiel a le 
signe -i- , le produit partiel doit ot/oir le mémesigne que 
le multiplicande partiel ^ et le signe contraire, si le mul- 
tiplicateur partiel a le signe — . 

Si Yon développe les dilEérens cas de cette dernière 
règle , on trouvera , 

1**. Qu'un terme ayant le signe + , multiplié pa(r ttù 
terme ayant le signe -f- , donne un produit qui a le 
signe + ; 

a®. Qu'un terme ayant le signe — , multiplié par un 
terme ayant le signe -|- , donne un produit qui a le 
signe — ^ 

3^. Qu'un terme aya9t le signe -f-, multiplié par un 
terme ayant le signe -» , donne un produit qui a le 
signe — ; 
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4^. Qu*iin terme ayant le signe — , multiplié par un 
terme ayant le âgne — , jdonn^ ^sl produit qui a le 
signe +. 

Ce tableau fait voir que lorsque te muUipKcande et le 
mukiplicateur partiels ont le rnéme signe y le produit a 
le signe +, et que s'ils ont des signes dijférens, le pro^ 
âuit a le signe, r-* 

Afin de fapiliter U pr^que de I9 multiplication des 
poljoiomes , yoici la récapîtulafion ileç règles qu'il faut 
Àiiyre dans cette opération. 

l9. Djétermmer le signe de chc^que produit partiel, 
4' après la règle â'-'dessus /c'est la règle des isignes. 

2^. Former le f^^SfUient , en fcdsaht le produit de 
ceux dû mukipUcande et du multiplicateur partiels. 
( 9p ) y c'est la règle At$ x^ieffiçie^s. 

3^.. Écrire à.lasuiM les uhesdas autres toutes les lettres 
différentes , conteaues dans le multiplicande et dans 
le muttipjicateur parfielsÇai^ s c'est la règle des lettres. 

4^. Donner aux lettres communes eu multiplicande 
et au muhiplic€Éeur partiels , un exposant égal à la 
somme de ceux qu'elles ont dans ce multiplicande 
et dans ce multiplicateur (a5) •• c'est la règle des ex- 
posans. 

3fi. {j'exraipleci*dessousofFre l'application de toutes 
ces règles. 

Multiplicande 5a^— ^£^fr-*|-4^^ 
Multiplicateur (^'^4^b+!i V 

„ , . r 5a^— a 06^-1-4 o^ 6* 

P^^^' (+iog»y— 4fl^M+8a*y- 

Résultat réduit Sa^^^^a^b^i^a^b^^a^h^^^^b^lfia^V'. 

La première ligne des produits partiels contient ceux 
de tous les termes du multiplicande par le premier terme 
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a? da mvltîidieatçur ; ce teime étant c^nsé avoir lé 
signe -f*! 1^ produits 4tt'U donne ont lep mêmes sigaes 
qiue Les terme» Gorr^spqndanB du niQllipiUçAnde (3i). 

Le premier terme 5 ct^ du nttdtiplicande ayant 1« 
$i^iê «4- ^ on n écilt pa,3 celui do premier produit p^u^del, 
qui serait aussi -f- ; Je coefficient 5 de a* étant multiplié 
par Jç <}oei&ciejM: i d^ €?y donne 5 pour celui dtt produit 
parljel ;< la sonime âes deux exposas de la lettt^ a 
est 4Hlr^ûii 7 : la pisemier produit partiel est dpnc Sa?. 

lie {Second .terme ?— â o^ ,i^. du .multiplic^M^ i^^nt le 
signe — • , le produit a le si^ae m^ ; i|e co^de^t â de 
o^4, fliultiplié jvwrle coefl&cieat i 4e a?, dpnve $2 pour" 
coeiEci^d^^<)tâlu«t;r exposant .de la jiettr^ ^ ^, -com^ 
mune aux termes quon multiplie ^ est 3 -f- 3 ou 6> et on 
écrit à la suite la lettre h , qui ne se trouve que dans le 
multiplicande partiel : le second produit partiel est donc 

Le troisième terme +4^* If donne un produit partiel 
affecté du signe +, et par les règles appliquées 
aux deux termes précédens, on trouve +4^^*' 

La seconde ligne contient les produits de tous les 
termes du multiplicande par le second terme — 4 ^* ^ du 
multiplicateur ; ce dernier ayant le signe — , tous les 
produits qu'il donne doivent avoir des signes contraires 
à ceux des termes correspondans du multiplicande : les 
coefficiens , les lettres et les exposans se forment comme 
dans la ligne précédente. 

La troisième ligne enfin renferme les produits de tous 
les termes du multiplicande par le troisième terme -f- 2 6*"^ 
du multiplicateur ; ce terme ayant le signe + > tous les 
produits qu'il donne ont le même signe que les termes 
correspondans du multiplicande. 

Après avoir formé tous les produits partiels dont se 
compose le produit total ^ on examine attentivement ce 
dernier , pour voir s'il ne renferme pas des termes sem- 
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blable^. Lorsgu'Q en offre de tels , on lès rédnit ^ suivant 
la règle du numéro ig ^ en observant que deux termes ; 
pour être semblables , doivent contenir non-seulement 
les mêmes lettres, nciaîfl encore affectées des. mêmes ex-- 
posans. Dans l'exemple ci-dessus , il y à trois réductions » 
savoir: 

— flo^i et — aocfib , ce qui donne — aao^i; 

-4- 4^b^ et + 8a^i*, ce qui donne + i ao^i* ; 

— 160*6^ et -f-ioaW, ce qui donne — Gtf^fc*. 

Ces réductions étant effectuées , on a pour résultat la 
dernière ligne de l'exemple. 

Voici encofre , pour exercer le lecteur , un exemple 
dé multiplication , qu'il est facile d'effectuer d'après ce 
qui précède. 
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33. Les procédés de la multiplication font roir que st 
tons les termes du multiplicande sont du même de- 
gré (27), et que ceux du multiplicatei:r soient aussi 
du même degré , tous les termes du produit seront du 
degré marqué par la somme des nombres qui désignent 
le degré des termes de chacun des facteurs. 

Dans le premier exemple^ le multiplicande est du 
quatrième degré , le multiplicateur du troisième , le pro- 
duit est du septième. 

Dans le second exemple^ le multiplicande est du 
sixième degré, le multiplicateur du troisième; le produit 
est du neuvième. 

Les expressions comme celles qu'on vient de rappeler, 
dont tous les termes sont du même degré ^ se nomment 
expressions homogènes ; et la remarque qu'on a faite 
sur leurs produits , est utile pour prévenir les erreurs 
qu'on pourrait commettre en oubliant quelques-uns des 
' facteurs dans les multiplications partielles. 

34* Les opérations algébriques effectuées sur des 
quantités littérales , laissant voir conmient les diverses 
parties de ces quantités concourent à la formation 
des résultats , font souvent connaître des propriétés 
générales des nombres, indépendantes d'aucun sys- 
tème de numération. Lea multiplications ci -après con- 
duisent à des conséquences de ce genre , très remar- 
quables et d'une application fréquente dans la suite. 
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a3-f^a*i+3ai*+i3, * 



La première, de laquelle il résulte que la quantité 
û + fc , multipliée par a — i , donne a* — &* , fait voit 
que si Von multiplie la somme de deux nombres par leur 
différence , le produit serù. la différence des quarrés de 
ces nombres. 

Si Ton prend, par exemple , la somme 1 1 des nombres 
7 et 4 , qu'on la multiplie par la différence 3 de ces 
nombres, le produit 3 X 1 1 ou 33 sera égal à la diffé- 
rence entre 49 , quarré de 7 , et 16 , quarré de 4- 

Par le second exemple , dans lequel a -f- i est deux 
fois facteur, on apprend que la seconde puissance, ou le 
qUarréy^d'une quantité composée de deux parties y ai et h y 
contient le quarré de la première partie, plus le double 4^ 
produit de la première partie par la seconde , plus le 
quarré de la seconde, 

fac troisième exemple , où Ton a multiplié la seconde 
puissance de a^ & par la première , montre que , la troi- 
sième puissance, ou le cube, d'une quantité composée de 
deux parties , renferme le cube de la première , plus trois 
fois le quarré de la première multiplié par la seconde ^ 
plus trois fois la première multipliée par le quarré de la 
seconde, plus enfin le cube delà seconde. 

4- 
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35. Comme il est souvent nécessaire de décomposer 
une quantité dans eès facteurs , et de laisser toujours en 
évidence y le plus qu'il est possible , la formation des 
quantités que Ton considère^ on n'effectue les opérations 
algébHqnes que lorsqntm ne peut s* en disp^iser absolu- 
ment; et il faut, pour cette raison , établir des signes 
propres à indiquer la multiplication entre des quantités 
complexes. 

On se sert à cet effet de parenthèses ou crochets, entre 
lesquels on renferme les différens facteurs du produit 
indiqué. L'expression 

par exemple, indique le produit des quantités complexes 
5a4— 3a*è^ + i*, 4ab^'^ad' + d^ et i*— c*. 

Quelques auteurs déjà un peu anciens, ont mis des 
barres au-dessus des facteurs, comme on le voit 
ci-dessous, 

6 a4_3a»6»-(-M X 4a A* — a c* + cP ^^ ^ — c^; 

mais les barres pouvant être prolongées plus ou moins 
qu'il ne faut , ce signe est moins précis que les pa- 
renthèses ^ qui ne laissent jamais d'équivoque sur la 
totalité des quantités comprises dans chaque facteur : 
aussi ont-elles prévalu. " • 

De la division des quantités algébriques. 

36. La division algébrique doit être considérée, ainsi" 
que la division arithmétique , comme une opération 
servant à découvrir l'un des facteurs d'un produit donné 
lorsqu'on connaît l'autre. D'après cette définition , le 
quotient , multiplié par le diviseiu* , doit reproduire le 
dividende. 

£n appliquant ces notions aux quantités monômes , 
m verra parle n® âi , que le dividende est formé des 
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fiicteiv^du diviseur tt de ceux du quotient ; donc ^ en 
supprimant dans U dividende tous les facteurs qui com- 
posent le diviseur^ le résultat sera le quotient cherché. 

Seit , par exemple , le monôme yua^b^c^dk diviser 
par le monôme 9 a^ 6 c* ; il faut , suivant la règW énon- 
cée ci-dessus , supprimer dans la première de ce« (pian- 
tités , les facteurs de la seconde ^ qui sont 

9, cP, 6, . et c»: 

il faut donc, pour que la division puisse s'eiFeetser , 
que ces facteurs soient dans le dividende. En }ea prenant 
par ordre ^ ou voit d'abord que le coefficient ^ du divir- 
8€ur doit être facteur du coefficient 7a du dividende, cte 
que 9 doit diviser exactement 7a; c'est ce qui a lien «b 
effets puisque 7a =9X81: en supprimant donc le fao- 
Senr 9 ^ il restera le facteur 8 pour coefficient di^ quo- 
tient. 

Il suit encore des règles de là muWpIicaiîon (aS), 
que l'exposant 5 de la lettre a dans le dividende , est la 
somme des exposans qu^elle a dans le diviseur et dans 
lô quotient; ce dernier exjposant sera par conséquent 
la différence entre les deux autres, ou 5 — 3=»: ainsi 
la lettre a aura, dans le quotient, l'exposant a. Par la 
même raison, la lettre b aura, dans le quotient, un 
exposant égal à 3 — i, ou 2. Enfin le facteur c* étant 
commun au dividende et au diviseur, doit être sup- 
primé ; et l'on aura par conséquent 

pour le quotient demandé. 

On raisonnerait de même sur tout autre exemple ; et 
on conclura de ce qui précède , que , pour effectuer la 
division des quantités monômes, il faut diviser le coeffi^ 
eient die^ividende par celui du diviseur; 

Supprimer danê h dividende tes lettres 4fui hdstmt 
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communes avec le diviseur, lorsqu'elles ont le même «t- 
posant^ et lorsque l'exposant n'est pas le même, retnmn 
cher Vexposant du diviseur de celui du dividende , le 
reste étant Vexposant que doit avoir la lettre dans le 
quotient^ 

Ehifin écrire au quotient les lettres du dividende qui ne 
sont pas dans le diviseur, 

37. En appliquant la. règle donnée ci-dessus pour 
former liexposant des lettres du quotient , à une lettre 
qui aurait le même exposant dans le dividende et dans 
le diyiseur'^ on trouverait zéro pour l'exposant qu'elle 
devrait avoir au quotient : o^ divisé par o^, par exemple , 
donnerait c^. Pour savoir ce que peut signifier une pa- 
reille expression , il faut remonter à son origine, et con- 
sidérer que, représentant le quotient de la division de la 
quantité c^ par elle-même , elle doit répondre à T unité, 
qui marque combien de fois une quantité quelconque se 
contient elle-même. Il suit de là que l'expression a° est 
unsymbole équivalent à l'unité, et qu'on doit remplacer 
par conséquent par 1 .-On peut donc se dispenser d'écrire 
les lettres qui ont zéro pour exposant , puisqu'alors cha- 
cune d'elles ne représente que l'unité. Ainsi , a^6 c* divisé 
parodie*, donnant a* i°c°, revient à a, comme on peut 
aussi 8*en assurer en effectuant la suppression des fac- 
teurs communs au dividende et au diviseur» 

On voit par là que cette proposition : Toute quantité 
qui a zéro pour exposant , vaut alors 1 , n'est, à propre- 
ment parler, que l'explication d'un résultat auquel con- 
duit la convention faite sur la manière d'écrire les puis- 
sances des quantités par les exposans. 

Pour que la division puisse s'effectuer, il faut, i**. que 

le diviseur ne renferme aucune lettre qui ne^e trouve 

' dans le dividende ; a'', que l'exposant des lettres, dans 

]e diviseur, ne surpasse point celui qu'elles ont dans le 
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dividende; 3^. euiin, que le coefficient du diyiiieur divine 
exactement celui du dividende. 

38. Lorsque ces conditions n*ont pas lieu, la division 
ne peut que ^'indiquer sous la forme d'une fraction , 
d'après la convention du numéro a ; et il faut chercher 
ensuite à simplifier cette fraction , en supprimant les 
facteurs qui sont communs en même temps au dividende 
et au diviseur, s'il y en a de tels ; car (^Arithm. 67 ) il 
est visible que les principes sur lesquels repose la théorie 
des fractions arithmétiques, étant indépendans de toute 
valeur particulière de leurs termes, conviennent aux frac- 
tions représentées par des lettres , comme à celles qui 
sont exprimées par des nombres. 

D'après ces principes , on supprime d'abord les facteurs 
numériques communs aux coefficiens du dividende et du 
diviseur^ puis les lettres qui sont communes au dividend'e 
et au diviseur i et qui ont le même exposant dans l'un et 
dans l'autre. Lorsque l'exposant n'est pas le même, on 
retranche leplus petit du plus grand, et on donne le reste 
pour exposant à la lettre , qu'on n'écrit que dans celui 
des deux termes de la fraction où elle avait le plus haut 
exposant. 

L'exemple suivant éclaircira cette règle. 

Soît 48c'i^c*d à diviser par G/^c^b^c^e; le quotient 
ne peut que s'indiquer sous la forme fractionnaire 

4SaH^c'd 

64 a^ ^ ^ 6 * 
mais les coefficiens 48 et 64 étant tous deux divisiUes 
par 1 6 , en supprimant ce facteur commun , ' le coeffi- 
cient du numérateur deviendra 3, et celui dû déno- 
minateur 4. 

La lettre a ayant le même exposant 3 dans les deux 
termes de la fraction, il s'ensuit que a^ est un facteur 
commun au dividende et au diviseur, et qu'on peut 
aussi le supprimer. 
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Passant ensuite à la lettre b, il faut diyîser la puit* 
sance la plus éleyéei qui est b^, par b^, suivant la règU 
dotonée plus haut , et le quotient b^ nous apprend que 
b^=:b^^b*. Supprimant donc le facteur commun ^, 
il restera dans le numérateur le facteur b^. 

Par rapport à la lettre c , le facteur le plus élevé étioit 
c^ au dénominateur y si on le divise par c^, on le déconk* 
posera en c* X c* ; et supprimant le facteur c*, conmiBO 
9UX deux termes , cette lettre disparaîtra du numéral 
teur , mais restera au dénominateur avec Texposant a. 

Enfin les lettres dete resteront à leurs places respec- 
tives , puisque dans l'état où elles sont , elles n'indiquent 
aucun facteur qui soit commun aux deux termes de la 
fraction. 

Far ces diverses opérations , la fraction proposée se 
réduit à 

5b^d 

c'est sa plus simple expression, tant qu'on ne donne au- 
cune valeur numérique aux lettres ; car elle pourrait se 
réduire encore si ces lettres étaient remplacées par des 
nombres contenant des facteurs communs. 

Sg. Une observation qu'il ne faut pas manquer de 
faire, c'est que si tousles facteurs du dividende entraient 
dans le diviseur, qui, de plus, en contiendrait- encore 
d'autres qui lui seraient particuliers , il faudrait , après 
la suppression des premiers facteurs , mettre l'unité à la 
place du dividende, au numérateur de la fraction. En 
effet, dans ce cas on peut supprimer dais les deux termes 
de la fhiction , tous les facteurs du numérateur, c'est-à- 
dire diviser les deux termes de la fraction par le numé- 
rateur ; mais celui-ci étant divisé par lui-même , doit 
donner l'unité pour le quotient dont il faut faire le nou- 
veau numérateur. 



l Soit^ pour exemple la fraction 

4a!'b c 

les facteurs la, a* . i^ et c, se diTisanl: respectivement 
parles facteurs 4 > ^, i et c, c'est comme si Ton divisait 
les deux termes de la fraction proposée par le numé- 
rateur J^d'bc'; or la quantité /^(^b c divisée par elle- 
niême^ donne 1 pour quotient , et la quantité i2c^b^cd 
divisée par la première , donne , par les règles ci-dessus , 
5b^ dila, nouvelle fraction est donc 



4o. Il suit de» règles de la multiplication, que lors- 
qu'une quantité monôme multiplie une quantité poly- 
nôme ^ elle devient facteur commun de tous les termes de 
celle'-ci. On profite de cette observation pour simplifier 
les fractions doiït le numérateur et le dénominateur sont 
des polynômes ayant des facteurs communs à tous leurs 
termes. 

Soit l'expression 

en examinant la quantité 6a* — 3 c*i c-f* la a* c» , ou 
voit que le facteur a* est commun à tous ses termes , puis- 
que a^ =za^ X û*, et qu'en outre les nombres 6 , 3 et 1 a 
sont tous divisibles pai;3 ; en sorte que 
G a*— 3 a^ bc+ 1 a a*d»=a a*x3 a^—b cx3 a*+4 c^x3a*. 

De même le dénominateur a pour facteur commun 3 a* ; 
caries facteurs a* et 3 entrent dans tous ses termes, et l'on a 
90* i — 15 a*c+a4a3=:;3Ax3a*— 5cX3a*+ 8ax3 a*. 
Supprimant donc le facteur 3 a^, tant dans le numérateur 
^piedansle dénominateur, la fraction proposée deviendra 

Qo^ — bc +4^ 
g^— 5c4-8a 
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41 . Je passe maintenant au cas où le dividende et le 
diviseur sont tous deux complexes , et dans lequel on 
ne peut plus reconnaître , à la première vue , si le divi- 
:ieur est ou n'est pas facteur du dividende. 

Puisque le diviseur , multiplié jÉr le quotient , doit 
reproduire le dividende , il faut que ce dernier contienne 
tous les produits partiels de chaquje terme du diviseur par 
chaque terme du quotient ; et si Ton pouvait retrouver les 
produits formés par chaque terme du diviseur en parti- 
culier , en les divisant par ce terme qui est connu, onob^ 
tiendrait ceux du quotient , de la même manière qu'en 
Arithmétique on découvre tous les chiffres du quotient 
en divisant successivement par le diviseur, des nombres 
qu'on regarde comme les produits partiels de ce diviseur 
par les divers chiffres du quotient. Mais dans les nom- 
bres, ces produits partiels se présentent par ordre, en 
commençant par les unités placées au dernier rang sur 
la gauche , à cause de la subordination établie entre les 
unités de chaque chiffre du dividende, d'après le rang qu'ils 
occupent. Il n'en est pas de même en Algèbre ; mais on 
y supplée en rangeant tous les termes du dividende et 
du diviseur, de manière que les exposans des puissances 
de la même lettre diminuent dans chaque terrae,en allant 
de gauche à droite , ainsi qu'on le voit, par rapport à la 
lettre a, dails les quantités 
5a^ — 2 2 flS i ^- 1 2 o^ i» — 6 a4 is _ ^ ^ ^ ^. 8 ^ J5 ^ 

doijt l'une est le produit, et l'autre le multiplicande, dans 
l'opération dunuméro 32 : c'est ce qu'on appelle orc?o/iner 
les quantités proposées. 

Lorsqu'elles sont rangées ainsi, il est visible que, quel 
que soit le facteur par lequel il faille multiplier la seconde 
pour obtenir la première , le terme 5 à', qui commence 
celle-ci, résulte du terme 5a^, qui commence l'autre , 
multiplié par le terme où a aurait le plus haut expo- 
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^ântdans le facteur cherché , et qui se trouve le premier 
de ce facteur lorsqu*il est ordonné par rapport à a. En 
divisant donc le monôme 5a^ par le monôme 5 a*, le 
quotient c^ sera le premier terme du facteur cherche. 
Or , par les règles de la multiplication , le produit total 
devant contenir les divers produits partiels résultant 
de la multiplication de tout le multiplicande par chaque 
terme dû multiplicateur^ il s'ensuit que la quantité 
prise ici pour dividende , doit contenir les produits de 
tous les termes du diviseur 5a4 — 20^6 + 4^*^* P^^^ 
a^, premier terme du quotient ; et par conséquent si Ton 
retranche du dividende ces produits , qui sont 5 a^ 

— 2 éb + ^a^b^, le reste— 2oa6 ^ + 8 a^ i«— Go^i^ 

— 4 ^' ^ + 8 a* A^, ne contiendra plus que ceux qui ré- 
sultent de la multiplication du diviseur par le second , 
Je troisième , etc., termes du quotient. 

Ce reste peut donc être considéré comme un divi- 
dende partiel ; et son premier terme , dans lequel a a l'ex- 
posant le pluL haut, n*a pu provenir que de la multipli- 
cation du premier terme .du diviseur par le second du 
quotient. Mais le prenàjlfcjterme du dividende partiel 
ayant le signe — , il nHff' assigner celui que doit avoir 
le terme correspondant du quotient : or cela est facile 
par la 1'^ règle du n** 3i ; car la quantité — zoa^b, re- 
gardée coînme im produit partiel , ayant un signe con- 
traire à celui du multiplicande partiel 5 a^, il en résulte 
que le multiplicateur partiel adû être affecté du signe — . 
Xja division étant donc opérée sur les monômes — 2oa^i 
et 5a^, donnera — 4<ï*^ pour ce second terme. Si on 
le multiplie par tous ceux du diviseur , et que Ton re- 
tranche le produit du dividende partiel , le reste 
-|-io «4 js — 4a^ M -|- Sa'* b^, ne contiendra plus que \ei 
produits du diviseur par le troisième , etc. , termes du 
quotient. 

En le regardant comme un nouveau dividende partiel, 
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son premier terme lo a^b^ ne pent être que le prodmt 
du premier terme du diviseur par le troisième du quo- 
tient ; et .par conséquent ce dernier s'obtiendra en diri- 
s^t , Y un par l'autre , les monômes lo a!^b^ et S a^. Le 
quotient 226^, étant multiplié par tout le diviseur , four- 
nit des produits dont la soustraction, épuisant le dividende 
partiel , prouve que le quotient n'a que trois termes. 

S'il avait dû en avoir un plus grand nombre y on les 
aurait évidemment trouvés comme les précédens ; et si , 
comme on le suppose, le dividende a pour facteur le 
diviseur , la soustraction du produit de ce diviseur par le 
dernier terme du quotient , doit toujours épuiser le der- 
nier dividende partiel. 

42. Pour faciliter la pratique des règles trouvées ci- 
dessus, I*. On dispose le dwidende et le diviseur comme 
pour la division des nombres , en les ordonnant l'un et 
l'autre par rapport à une même lettre, c* est-^à-dire en 
écrivant leurs termes de manière que les exposons de cette 
lettre aillent en décroissant ; 

û*. On divise le premier tenpe du dividende par lèpre- 
mier terme du diviseur , etoij^krit le résultat à la place 
marquée pour le quotient; ^ 

5°. On multiplie tout le diviseur par le quotient partiel 
qu*on vient de trouver, on le retranche du dividende, 
et on fait la réduction des termes semblables; 

4^. On regarde ce reste comme un nouveau dividende 
dont on divise le premier terme par le premier terme du 
diviseur;. on écrit le résultat comme un second terme du 
quotient , et on poursuit l'opération sur ce terme comme 
ci-dessus , jusqu'à cb que tous les termes du divi^nde 
soient épuisés. 

En observant qu'un produit a le même signe que le 
multiplicande^ lorsque le multipliéateur aie signe +» ^^ 
t|u'il a, daa»kcasG<mtxaire» Ie6igne-<-^i)» on on con- 
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ciut que lorsque le dividende partiel et le premier terme 
du diviseur ont le mêms signe y le quotient doit avoir le 
^igne^'y et s' ils ont des signes contraires, le quotient doit 
avoir le signe — : c'est la règle des signes. 

Les divisions partielles s'effectuent par les règles don- 
nées pour les quantités monômes. 

On divise le coefficient du dividende par celui du di- 
viseur .• c'est la règle des coefficiens. ^ • 

On écrit au quotient les lettres communes au divi- 
dende et au diviseur, avec un exposant égal à la diffé- 
rence de ceux dont elles sont affectées dans ces deux 
termes , et ervfin les lettres qui ne sont qu'au dividende .• 
ce sont là les règles des lettres et des exposans. 

43. Pour appliquer ces règles aux quantités 

Sa^—aa^b + 4a^b\ 

qui m'ont servi d'exemple, plus haut, on les dispose 
comme s'il s'agissait d'effectuer la division arithmétique. 



Dividende. 
5a7^QQa^b+ 1 aa^i*— 6a^63_^^i4^ Sc^¥ 



Reste -^Qocfib + So^i*— Go^i»— 4a3M4- Sa^b^ 
+2oa«6— 8a*6»+i6a*i3 



Diviseur. 
5a^—2a^b+4a''b^ 



Quotient. 
a3— 4a»i4i2i3 



iUste 



Reste 



4^ 1 oc4i3_4a3i44.8a*i* 
— 1 oa4i3^^4a3i4_8ûaj* 

» '■■ ■■>»■■»<■ « ■■ ' I II I m I m I - 

G. 



Le «îgna du pramier terme 5a' du dividende étant le 
»vto¥i qwè 4^hù de 5a^> pr«9iî«r tortue du divi^Mur , on 



.•s 



ï-.v 
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devrait mettre -(-au quotient; mais comme il s'agit du 
premier terme , on omet ce signe. 

En divisant 5a7 par 5a^, on a pour quotient a*, que 
l*on écrit sous le diviseur. 

Multipliant successivement les trois termes du divi- 
seur par le premier terme o^ du quotient, et écrivant le» 
produits sous les termes correspondans du dividende , 
après avoir changé les signes de ces produits pour les 
retrancher (20) , on forme la quantité 

dont on fait la réduction avec le dividende; et on 
obtiet pour reste 

En continuant la division sur ce reste , le premier terme 
— 2oa^ i , divisé par 5 a^, donne pour quotient — ^a^b^ 
ce quotient ayant le signe — , à cause que le dividende 
et le diviseur sont de signes difFérens. En le multipliant 
par tous les termes du diviseur , et changeant les signes^ 
on forme la quantité 

dont on fait la réduction avec le dividende , et on ob- 
tient pour reste 

Divisant le premier terme de ce nouveau dividende 
partiel , 1 o a* 6^ , par le premier terme 5 a* du diviseur ; 
multipliant par le résultat -f- ai^, tout k diviseur j écri- 
vant les produits sous le dividende partiel , en observant 
de changer leur signe , et faisant la réduction , il ne reste 
rien , ce qui montre que + a i^ est le dernier terme 
du, quotient cherché , lequel a par conséquent pour ex- 
pression o^ — 4 ^ ^ + 2 ^^• 

44* n est à propos de remarquer que dans la division , 
les multiplications des diiférens termes du quotient par 
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ledivûeur, produisent souvent des termes qui ne se 
trouveht pas dans le dividende, et quil faut diviser en- 
suite par le premier terme du diviseur. Ces termes sont 
ceux qui se sont détruits lorsqu'on a formé le dividende 
par la multiplication de ses deux facteurs , le quotient 
et le diviseur. Voici un exemple remarquable de ces 
réductions : 

Soit o^ — b^ à diviser par a — b: 

Division. Multiplication. 



a^-^b^ 


a — b 


a— b 


— a^ + a'b 


a» + a6 + i» 


0^4- ab-\-b^ 

Q^^(fb 

+a^b-^ a 6* 


^a^b — b^ 
— d'b'i'ab^ 

* 


— 


^ab^—b^ 
■^ab^+b^ 




résultat û^ — b^. 



Le premier terme c^ du dividende , divisé par le premier 
terme a du diviseur , donne pour quotient a*; en multi- 
pliant ce quotient par le diviseur, et changeant les signes 
des produits , on trouve — a? '\- a^b : le terme — a^ 
détruit le premier terme du dividende ; mais il reste le 
terme a* b , qui ne se trouvait pas d'abord dans le divi- 
dende. Puisqu'il contient la lettre a, on peut le diviser 
par le premier terme du diviseur , et on obtient + ab. 
Multipliant ce quotient par le diviseur , et changeant les 
signes des produits , il vient — a* i -f- a i* : le terme 
— a^b détruit le précédent ; mais^il reste le terme + a i*, 
qui n'était pas non plus dans le dividende. Qu'on le divise 
par a, on aura pour quotient + ^^y multipliant ce quo- 
tient partiel par le diviseur, on aura, en changeant le» 
signes , — a b^-^b^ : le premier terme ^^ab^ détruira le 
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précédent , et le second -f- ^ détruira le dernier terme 
-—^ qui restait du dividende. 

Pour bien comprendre le mécanisme de la division , 
il suffit de jeter les yeux sur la multiplication du quotient 
fl*+ ai 4" ^par lediviseura — b , placée à côté de la 
division précédente ; on verra que tous les termes repro- 
duits dans les divisions partielles sont ceux qui se dé- 
truisent dans le résultat d^ la multiplication. 

45. D arrive quelquefois que la quantité par rapport 
à laquelle on ordonne^ se trouve à la même puissance 
dans plusieurs termes y soit du dividende ^ soit du divi- 
seur. Dans ce cas , il faut ranger dans une même colonne ^ 
ou bien écrire immédiatement à la suite les uns des 
aiitres , ces termes y en observant de les ordonner entre 
eux par rapport à une autre lettre. 

Soit --a4i*4.iV--a*c^--a6+2a^c*-|-fc«+ai4(r»+a*64 
à diviser para* — b* — c*. 

En ordonnant la première de ces quantités par rap- 
port à la lettre a, on placera dans une même colonne les 
termes — a* i* et -(- 2 a* c*, dans une autre les termes 
-f- a* M et — a* 0^*5 enfin dans une dernière colonne les 
trois termes + i^, -f- sM c* , -(- i* c*, en les ordonnant 
par rapport âlalettre 6^ comme onleyoitàlapage suivante. 

Le premier terme — a^ du dividende étant divisé par 
le premier terme a* du diviseur, donne — o^ poiu- le pre- 
mier terme du quotient; formant ensuite les produits de 
ce quotient par tous les termes du diviseur, changeant 
les signes de ces produits pour les retrancher du divi- 
dende, en plaçant dans une même colonne les termes 
aflFectés de la même puissance de a, il vient .après la 
réduction des termes semblables^ le i**" reste, qu*on 
prendra pour second dividende partiel. 

Le premier terme — 2 o^ 3* de ce nouveau dividende 
étant divisé par a^, donne pour le second terme du quo- 
tient, *— fl a* 6^; formant entnite les produits de ce quo- 



tient par tonales termes du diviseur, changeantlettigQes 
de ces produits pour les retrancher du dividende partiel , 
«n plaçant dans une même colonneles termes affectés do 
la même puissance de a, il vient , aptes la réduction des 
termes semblables , le a^ reste , qu'on prendra pour im 
troisième dividende partiel. 

L'opération se continuant de la même manière sur le 
a® reste et sur les suivans , on trouvera encore trois 
termes au quotient. Le dernier étant multiplié par tous 
les termes du diviseur, donne des produits qui , re- 
tranchés du 4^ reste, 1^ détruisent en entier; la division 
se fait donc exactement , et par conséquent le diviseur 
e^ facteur du dividende. 



4-aaic3 — aM4-aMc* 

+ iM 

i«»^re5te— aa*^-fa*M-f-6* 

— ag'feV 

a* reste +a*d*— a*M 4. ^« 

— a4c*+ a*6*c* 
3® reste 



4- c^c*— 6V 



4® reste 
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— lAc^ 

— a^6»c*+Mc* ' 
+6*c* 

— 6»c4 

1 ■ i I 
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jf0; Oh iacilito qnekpiefoîs la êBmfisism en âéeompo* 
tant à TUt une quantité dans ses factem». SiToa avait, 
par^drempte, 8a*— 4a'4»+4a» + flii3_é?^i à 
diviser par aa' — i* + i , ee diviseur formant les 
trois derniers termes du dividende , il suflbrait de 
chercher s'il est facteur des trois premiers; mais 
Gieù%-^ ont visiblement pour facteur commun 4^ > ^ar 
8i^— 4cr'ft»+4a* = 4û^(âû' — i"4-0. Par cette 
observation , le dividende deviendrait 

4a?(aa?— i* + i) ^s^cP^h^+i^ 
ou (aa»— ^•4.i)(4a»+i): 

la division s'effectuerait donc sur-le-champ , en suppri- 
mant le facteur a c? — b^ -f- 1 égal au diviseur , et le 

quotient 8eraîi4 ^ -f" ^ * 

L*Iial»tude du calcul algébrique suggère unefonlede 
remarques de ce genre , par lesquelles on abrège les 
opérations, et Von parvient aisénjent à reconnaître les 
décompositions en facteurs. On rend souvent ces décom- 
positions très évidentes, lorsqu'au lieu d'effectuer les mu]' 
tiplications qui se présentent^ on ne fait que les indiquer. 

Des fractions algébriques. 

47* Lorsqu'on applique le procédé de la division al- 
gébrique à deux quantités dont Tune n'est pas facteur de 
l'autre, on reconnaît l'impossibilité de l'effectuer, parce 
qu'on parvient , dans la suite des opérations , à un reste 
dont le premier terme ne peut être divisé par celui du 
diviseur. £n voici un exemple : 



t^^C^b + 5kP 

i« reste a^b— ab^'i'2b^ 
^a^b—lfl 



d' + b' 



a-j-b 



a* reste — ab^-^-P. 
Le premier terme — a &* du second reste, ne peut se 
diviser par (f^ premier terme du diviseur; mnsi ladi- 
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Vision s'airête à- ce poînt. On pourrait , comme en 
Àrithmétiqtte , joindre an quotient «.-+- 6 , la fraction 

' ^^1 La — >*y^°* po*"" numérateur le reste, et pour 
âénomindtenr lé diviseur ; et 1« ctuotient serait 

On voit aisément qiie la division doit s'arrêter quàncl 
an parvient à un resté dont le premier terme ne contient 
ta lettre par rapport à laquelle on a ordonné , qii*à une 
puissance inférieure à celte de la même lettre dans lé 
premier terme du diviseur. 

48. Lorsque la division algébrique de deux quanti- 
tés 4ie peut s'effectuer, l'expression du quotient reste 
indiquée sous une fonrie fractionnaire , en prenant 
le dividende pour le numérateur et le diviseur pour le 
dénominateur ; et pour l'amener au plus haut degré 
de simplicité possible , il faut chercher si le £vidende et 
le diviseur n'ont pa3 des facteurs communs^ pour les 
Supprimer (38) . Mais quand il s'agit de pol3rnome8 , les 
facteurs communs ne se découvrent pas avec la même 
facilité que dans les monômes ; on ne les trouve en gé- 
néral qu'en cherchant ^ par une méthode analogue à celle 
^'on adonnée en Arithmétique pour les nonibres, le plus 
grand commun diviseur des deux quantités' proposées. 

On ne saurait assigner les grandeurs relative^ des ex- 
pressions algébriques , tant qu'on ne donne point deà 
valeurs aux lettres qu'elles renferment ; la dénomination 
àe plus grand cojnmun diviseur, appliquée à ces expres- 
sions^ ne doit donc pas être prise tout-à-fait dans le inênie 
éens qu'en Arithmétique. 

En Algèbre, il faut entendr&par le plus grand commun 
diviseur de deux expressions , celui de leurs diviseurs 
communs qui renferme le plus de facteurs dans tous ses 
termes, ou qui est du degré le plus élevé (a7)- Sa dé- 
fi.. 
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t€nnination repose y comme en Arithmétique , sur ce. 
principe : Tout diviseur commun à deux quantités, doit 
diviser le reste de leur division, 

La démonstration qu^on en adonnée dans le n^ 61 de 
1* Arithmétique, deyient plus facile à saisir lorsqu'on y en^- 
ploie les symboles algébriques. En qffet, soient ^ et ^ 
les deux quantités proposées, D leur diviseur commun , Q 
le quotient de la division de jé par i? et À le reste, on aura 

puis divisant les deux membres de cette équation par I^ 
diviseur commun D , il viendra 

A_BQ ^ R 

et si Ton fait ~ = a, -- = 6 , quotiens exacts par 
l'hypothèse, on changera l'équation ci-dessus en 

a = bQ + ^, d'où a—bQ = -^^ 

en passant le terme bQ dans le premier membre. Or , 
puisque le premier membre , qui dans ce cas doit être 
composé des mêmeAermes que le second , est mainte-» 
nant un entier , i} faut que R soit divisible par D, 
Réciproquement , tout diviseur commun aux quan- 

S — 7? 
tités BétR doit diviser.^ ; car si l'on fait ^ byjrz=zr, 

l'équation jz = -^ + ^ devenant 

il s'ensuit que A est nécessairement divisible par D, 
quand ft et r sont des entiers. 

D'après ces principes, on commencera^ comme en Arith- 
métique, par chercher si Tune des quantités n'est pas elle- 
même diviseur de l'autre ; si la division yie se fait pas 
exactement f on divisera le premier dwiseurpar le reste , 
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et ainsi de suite ; et celui des restes qui divisera exacte- 
ment le précédent , sera le plus grand commun diviseur 
des deux quantités proposées .* mais il sera nécessaire 
d'apporter dans les divisions indiquées , des attentions 
qni tiennent i la nature des quantités algébriques. 

On ne doit d'abord chercher le diviseur commun de 
deux expressions algébriques » que lorsqu'elles ont des 
lettres communes ; il faut en choisir une, par rapport à 
* laquelle on ordonnera les expressions proposées , et on 
fyrendra pour dividende celle où cette lettre avra le plus 
haut exposant : l'autre sera le diviseur. 

Soient les deux quantités 

qui sont déjà ordonnées par rapport à la lettre a ; on 
prendra la première pour dividende , et la decoiide pour 
diviseur. H se présente , dès le commencement de Topé- 
ration , une difficulté qu'on ne rencontre point dans les 
nombres , c'est que le premier terme du diviseur ne peut 
diviser exactement celui du dividende , à cause des fac- 
teurs >( et 6 de l'un , qui ne sont pas dans l'autre. Mais 
la lettre b étant commune à tons les termes du diviseur^ 
ians l'être à tous ceux du dividende , il s'ensuit (4o) 
que b est facteur du diviseur et ne l'est point du divi- 
dende ; or tout diviseur commun à deux quantités ne 
peut se composer que des facteurs qui sont communs à 
Tune et à l'autre ; donc, s'il existe un tel diviseur entre le« 
deux quantités proposées, il ne peut se trouver que parmi 
les facteurs de la quantité ^a^ — 5ai + i* qui reste 
quand on a supprimé ft, de la quantité 4 a* 6— 5 ai* +3^ : 
ainsi la question se réduit à chercher le plus grand com- 
mun diviseur des deux quantités 

3a3 — 3tf»6 + aJ* — 6', 
4a* — 5a6+i». 
Par la mime raison qu'on a pu anpprlmer dani l'une 
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des quantités proposées^ la facteur |fr qui n'entrait pas 
fbuïa Tantre, on peut aussi introduire dans celle-ci un 
nouTeau facteur , ponnru qu'il ne soit point facteur de 
la prenii^e. Par cette opération^ le plus grand cône 
mun diviseur de ces quantités , qui n'est formé que des 
facteurs communs à toutes deux, ne sera point altéré. Je 
profiterai de cette reiparque pour multiplier la quantité 
Su*— 3<^é-|-ai*— •è^par4* qui n'est point facteur 
de laqnantîté 4 a*— -5 ab + b^, afin de rendre possible 
ia division du prasoier terme de Tune par le premier 
terme de l'autre. 
J'aurai de cette manière pour dividende la quantité 

ma?-— ida^&-f-4a^ — 4^> 
pour diviseur la quantité 

4a»— 5aA + 4», 
«t le quotient partiel sera 3 a. 

Multipliant le diviseur par ce quotient, et retranchant 
le produit du dividende , À viendra pour reste 

Sofi-fai»— 4*3, 

quantité qui > d'après le principe posé au commencement 
0e cet article, doit encore avoir evec4^ — Sai-f-fr*, 
le même pln^ grand commun diviseur que la première. 

Profitant des remarques faites plus haut^ je supprime 
le facteur b, commun à tous les termes du reste ci-des-^ 
tus , et je le multiplie par 4> afin de rendre possible la 
division de sen pr^piier terme par celui du diviseur. J'ai 
alors popr dividende la quantité 

iac^+4^^ — 16 J*, 
et pour diviseur la quantité 

le quotient partiel est 3. 

Multipliant le diviseur par le quotienti et retranchant 
le produit du dividende, on a pour reste 

et la question est réduite à chercher le plu^ grand com-r 



V ' 
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mun divûeur entre cette qimntfté et 

Mais la lettre a , par rapport à laquelle se fait la dfvisioa^ 
n'étant plus dans le reste qu'au premier degré ^ tandis 
gu'elleest au second dans lediyiseur, c'est celui-ci qu'il 
faut prendre pour diyidôiide , et on doit faire du ressaie 
^yiseur. 

Atant de bommencer cette nouTelle divinon, je snp- 
l^iime du diviseur 19 â6 «-« 49 ft* le facteur 19 b , conir- 
i^vm à toiisèes termes^ et ^juia'eat point facteujcdadi^ 
tdeade ; fei donc pour dividende la quantité 

et pour diviseur 

a-— é. 

La division s*opèQe exiactement ; ainsi j a.^-* 6 est le plim 
grand comniun diviseur dexnandé. 

En remontant depuis la demiète divUoh jusqu'à la 
première ^ on prouverait aussi à posteriori , que Jk 
quantité a^^b doit diviser, exactement les deuxcjoantités 
proposées^ et qu'elle doit être la plus composée de celles 
qui peuvent le faire ; et ék divisant par a— & le»éeùx 
quantités proposées^ 

on les décompose ainsi qa'Û^Bujlt : ' 

(3û^4.6*) (a— 6), Ù^i'^-i^) \a—b), 

49* ILiOrsquie laquantité qu'onprendpour ^viseur con- 
tient plusieurs» tem^ee où la lettre par rapport àlaquelle 
on a ordonné , se trouve au même degré^ il 7 a une at- 
tentioB à avoir, sans laquelle l'opération ne saurait se 
terminer. En voici un exemple. 

Soient les quantités 

û»i^ac*— cP, ai— •a«-f-i?; 

$i Ton prépare l'opération conpie pour unje division ordi- 
naire. 



/ 
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reste c^c+ac^^^a(f^'^(Pf 

en divisant d'abord o^i par ab , on trouve pour quor 
tiect a; multipliant le diviseur par ce quotient, et re^ 
tranchant les produits^ du dividende, le reste contiendra 
un nouveau terme , où a sera au second degré , savoir , 
■ €^c provenant du produit de -— a c par a. L'opération 
n'aura fait de cette manière aucun progrès ; car en pre- 
nant le reste {^c-^atf'^^ad^'-'tP pour dividende , et 
le multipliant par by pour rendre possible la division par 
a 6 j on aura 



a^bc^ab&^abd^ — bdP 
-*-af4c+à' c* — ccif 



ab — ac-f-d* 



ac 



reste. c^<^'^ab(^''^<icé^'^'''abd^*-^bd?, 
et le terme >^ac reproduira encore un terme a* c*, où 
a.8era au a^ degré. 

'irPour éviter cet inconvénient, il faut observer que le 
diviseuraft— -ac-f-^^soC&'-^c) + rfV ^^ ^^^^^i^*^^* 
les tenues a6 — -ac en un seul ; et faisant, pour abréger 
les calculs , b — jcr= m , on aura, pour diviseur a m + rf" ; 
mais alors il faudra multiplier tout le dividende 
(fb -4- ûc* — cP par le lacteurTT», afin d'avoir un nou- 
veau dividende dont le premier terme soit divisible par 
la quaptité am- fonnant le premier tenue du diviseur; 
l'opération deviendra « 

a'i/n + ac*/?^' — d?m\ am + ^ 
— (âbm^^ab^ 



ab-^e 



\^ reste — abd'+ad'm — cPi» 



a*^ reste — abd^ — c*£P — ^m. 
Cette fois, les termes alfectés de a^sont ôtés du divi^ 
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den4o^» «t il n*j resta plus que les tenneB affectés de la 
première puissance de a. Pour les faire disparaître , on 
divisera d*abord le terme ac^m par am^ et il viendra 
pour quotient if" ; multipliant le diviseur par le quotient, 
et retraiu;hant les produits , du dividende , on aura le 
d^ reste ; prenant ce a^ reste pour un nouveau dividende, 
on 7 &upprime||l le facteur ^, qui n'est point dans le 
divisévr 'f il viendra 

qu'on multipliera de nouveau par m, et on aura 






—b 



reste -j-6d* — c*m — dm* 

.Le reste bd^-^c^m — dm^ de cette dernière division 
pe contenant plus a, û s'ensuit quà B*il existe entre les 
deux quantités proposées un concunun diviseur^ il est 
indépendant dé la lettre a. 

Parvenuà ce point, on ne peut plus continuer la divi- 
sion par rapport à la lettre a ; riiais bn observera que s'il 
existé un cômiïîim diviseur indépendant de a entre les 
quantités &c?-^c* m — <î 711* et am + 'â^y il faut qu'il 
divise séparément lés deux parties atn. et d* du diviseur ; 
car en généi'al, si une quantité eslT ordonnée par rapport 
aux puissances dé la lettre a, tot^t diviseur de cette 
quantité, indépendant de a, doit diviser. séparément les 
quantités qui multiplient les diverses puissances de cette 
lettre. 

Pour s'en convaincre , il suffit de faire attention que , 
dans ce cas, chacune des quantités proposées doit être 
le produit d'une quantité dépendante de a, et du divi- 
seur commun qui n'en dépend point. Or, si Ton a , par 
exemple, l'expression 

Ap^ + Ba?+Cà!' + /> a + JE, 
dans laquelle les lettres A, B^C, D/E, désignent des 
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quantités qneloomjnee^ indépendastes de a, et qvtoa la 
makiplie par une quantitt M auflâ indépendante de a» 
le produit 

ordonné par rapport à a, contiendra encore les mèrçi^e^ 
puissances de a qu'auparavant; n^râje coefficient de 
chacune de ces puissances sera un midBj^e de M. 

Cela posé , si Ton rjeniet pour njk la quantité &-— c 
que cette lettre représente^ on aura les quantités - 

6i»— c»(6— c)— .d(JT-c)», 

or il est visible que^ -r- c et d* n*ont aucun focteur com- 
mun : dono les deux quantités proposées n'onl point de. 
diviseur commun. 

Si Ton n'avait pn reconnaitroi à la seule inspectioji 
qu'il n'existait pas de diviseur commun çntre &— -c et e2*, 
il aurait fallu chercher leur plus grand commun divî-: 
•eur ^ en les ordonnant par rapport à une même lettre , 
et s'assurer ensuite s*il pouvait diviser aussi la quantité 

4i?— <^(4— c)— d[<*— c)». 

5o. AuUeu de remettra i la fin de l'opération i décour 
vrir le plus grand commun diviseur ^ indépendant de la 
lettre par rapport i laquelle on a ordonné les deux quan- 
tités, il est plus commode de le ckerdier d'abord, parce 
que le plus souvent les restes de chaque opération par- 
tielle se comj^qaent à mesure qu'on amk^c^ et le calcul 
devient de plus en plus pénible. 

Soient, parexenq>le, les quantités 

a* i»-t-a» A»+ *♦ c» — a*iï» -^o^ A c» — i» c*, 
rf»J4-aft»4-i'— a*c— aie— 6»c; 

après les avoir ordonnées par rapport à la lettre a , ce 
qui donnera 

(*— c)d» + (f— *c)a + i' — i'c* 



j*obeerfe jd'al^ord ^ que A «lies ont un diyifietir commun 
qui 80Ît indépendant de a ^ il faut qu'il divise en particu- 
lier chacune des quantités qui multiplient les diverses 
puisaasices de a (4g) > ainsi que les quantités lAc^-^b^c^ 
fttb^-^b^c, qui ne renferment point cette lettre. 

La question; est donc ramenée à trouver les diviseurs 
jcommunsauxdeuxquantité?^*— c*et é— c, età vérifier 
ensuite si , parmi ces divisjeurs^ il s'en trouve qui puissent 
{diviser en mé^e temps 

. J3_jc" et i*— 6 c, Wc»-.6»c4 et 6'— i*c. 

E^ divisante*-— c* par irr-c, on trouve un quotient 
; exact b-\-c\b^^c est donc diviseur conmiun des quan- 
tités i*— c* et i— c , qui visiblement n'en peuvent avoir 
d'autres^ puisque la quantité i— -c n*est divisible que 
par elle^-même ^t par l'unité. JÏ faut donc s'assurer s| 
J— -c divise les autreç quantités rapportées ci-^dessus , 
pu bien 9'il divise en piême temps les deux quantités pror 
posées; c'est ce qui arrive en effets et il vient 

(A+c) 0*4- (i»4- Ac> a^+i"c* + i*c». 

Pour amener ces dernières expressions au plus haut 
jiegré de simplicité possible , il convient d'essayer si la 
première n'est pas divisible par A+cj cette division 
étant effectuée, réussit, et Ton n'a plus qu'à chercher le 
plus grand commun diviseur des quantités fort simples 

a^ + bc^ + b^d', 
a^^ba +b\ 

En opérant sur çelfes-ci, comme le prescritla règle, on 
parvient, après la seconde division, à un reste contenant 
la lettre a à la première puissance seulement ; et comme 
ce reste n'est pas diviseur commim ^ on en conclut que 
la lettre a ne fait point partie du plus grand commun div|r 
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seiir cherché , qui n'est composé par conséquent que du 
seul facteur b*^c. 

Si i outre ce diyîseur, on en eût tsouyé un autre dans 
lequel fût entrée la quantité a y il aurait fallu multiplier 
ces deux diviseurs l'un par l'autre pour obtenir le plus 
grand commun diviseur cherché. 

Ces remarques suffiront^ dès qu'on aura acquis un peu 
d'habitude dans l'analyse ^ pour parvenir , dans tous les 
cas^ au plus grand commun diviseur; et on trouvera 
sans peine que les quantités 

6a5+.i5a*6— 4û?<*— iO(fb(f, 
g c?b'^sjc^bc'^Sab(f'i^i6bc?y 

ont pour plua grand con^nctun diviseur la quantité 
3fl*— ac*. 

5 1 . Les quatre opérations fondamentales, c'est-â-dire 
l'addition , la soustraction , la multiplication et la divi- 
sion, s'effectuent sur les fractions algébriques comme sur 
les fractions arithmétiques ^ en observant seulement de 
suivre y dans les opérations prescrites par les rè^es de 
l'Arithmétique, les procédés indiqués ci-dessus à l'égard 
des quantités algébriques. Je me bornerai donc à rappe- 
ler ici ces règles, en donnant un escemple de l'applica- 
tion de chacune. 

La sonmid des- fractions 

abc 

d' d' 3' 

qui ont le même dénominateur y ou 

'La dijFérence des fractions 

a b 

3 "* 3' 

qui ont le même dénominateur, ou 
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a b a-r-6 

d dT d 

b 
L'entier a joint à la fraction - , ou l'expression 

b ac b ac-f-i r ^ -^t c \ 

C * C ■ ' C 11 G- ■ 

De même l'esqptession 

b ac b ac — b 

c c c c 

Réciproquement 

„ . ac + i ac . ft ,6 

1 expression = |-.-=ia4--. 

^ ' c ce c 

i> • £zc — i ce i b , . . . ^^ 

1 expression ' =\r = a — - {Aritn. QS), 

c ^c c c 



• 



a c 
5s . Les fractions -7-3 -f > étant réduites au même dénor 

d • 

minateur, deviennent respectivement 

h' Û C^««Am. 68). 

Quand les fractions proposées sont égales, on trouve 
ad=ibc'y divisant alors les deux membres par cd et 
en nommant q le quotient , il vient 

ad a_^ bc b ,, , , , 

• 

ainsi , les deux termes de l'une des fractions ne sont que 
ceux de l'autre multipliés par un facteur commun. 

Les fractions 

a ce g 
b' 5' f' h' 
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par la même rédoction , deviennent- respectivement 
Qdfh cbfh ebdh gbdf ... 

Tdfh ' Tijn ' bdfh ' bïïfh (^"''""- ^9^- 

J'ai donné danë le numéro 69 de l'Aritlimétigne^ 
un procédé pour parvenir dans certains cas à un déno- 
udnateur plus simple que celui qiii résulte de la règle gé- 
nérale; les symboles algébriques en facilitent beaucoup' 
l'application^ ainsi qu'on va le voir. 

Par exemple , si Ton a les deux fractions -r-y r-> t il 
^ bc bf 

èât facile de voir que les deux dénominateurs seraient les 

mêmes, si y était factetir du premier, et c facteur du 

second : on multipliera donc les deux termes de la pre* 

tolère fraction par/*, et les deux termes delà secondé 

par c, ce qui donnera Jes fractions j-^ et r— > > plu^ 

. i ^. abf bcd , . , . 

qpiplesqtte V j^^ tt «r-v — >, quon atnait en muln— 

pliant par les dénolninatevrs primitifs. 

En général, on rassemble en Un seul produit y pour 
en composer le dénominateur commun, tous les facteurs 
différens élevés à la plus haute des puissances où ils se 
trouvent dans les dénominateurs des fractions proposées^ 
et il ne reste plus qu^à multiplier le numérateur dé 
chaque fraction par les facteurs de ce produit , qui 
manquent dans le dénominateur de la fraction. 

Ayant, par exemple, les fractions tj-» t->, — > j® 

forme le produit S^ e/g; je multiplie le numérateur de 
la prendè^ fraction par^^g, celui de la seconde par 
frcg, celui de la troisième par &*/*, et j'obtiens 



afg bcd g tre 
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53. Pour la •nwl^lîeationy on a 

ac 



79 



FourladiTisicuLi 
r à diviser par c, donne t-ou j X " (^Arithm, 54, 7S) ; 

€Z,.. < c» CL d QCk « m 

7 a diviser par 2, Qonne tX-=t- (^Anthm. 79). 

Lestetihes des ftactîdns précédentes étaient monômes; 
mais si on avait des fractions dont les ternies fassent des 
polynômes, il n'y aurait qu'à effectuer par les règles 
données pour les quantités complexes^ les^ opérations in- 
diquées sur les monômes : c'est ainsi quel'cm a 

Q«+t» fl_6 _ (g«4.fi*) (g — g) 

Le quotient de la fractioti 

; — r divisée par 1 

'c>d ^ a— fr— (c + t^) (a— i) 

et àtasi des mitres opérations. 

• 54. Lorsqu'on possède bien tout ce qui précède , on 
peut résoudre une équation du pWmiefir de^é^ quelle 
complMfsée qu'elle soit. 



..... <.'-. j^._-.- 
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Si Ton ayaity par exemple, réquatîcm 

(a+6) (^X'^c} 
ÏITÏ 

on commencerait par faire disparaître les dénomina'* 

teurs , en indiquant seulement les opérations ; il tiendrait 

alors 

(a+6) (^x—c) (3a+A) + 46(a— i) (3a+i) 

= 2x(a — 6) (3a4-^) — ac {a — i); 

puis effectuant les multiplications , on trouverait 

3a*a;4-4^^^ + ^^ — 3a*c — ^abc — 6*c 

Gt^X'^^abx — Qb^x^^c^c-^ab c : 

transposant dans un seul membre tousles termes affectés 
de j;^ on obtiendrait 

^5a*x+Sabx + 3b^x 
= 2 c^c + 5 ai c + 6* c— la a*i + 8 ai* + 4 ^* 
d'où Ton conclurait enfin 

fla*c-f-5afec+&*c— ifla*&+8aft*-f-4y 
^^ — 3a»+8a6+3i* 

Z)e5 questions à deux inconnues , et des quantités 

négatives, 

55. Dans les questions résolues précédemment , on n'a 
fait entrer qu'une seule inconnue, an moyen de laquelle 
on a exprimé , avec les quantités connues , toutes les 
conditions de la question. Il est souvent plus commode 
pour quelques-unes de ces questions, d'employer deux 
inconnues ; mais alors il faut qu'il y ait, explicitement 
ou implicitement , deux conditions pour former deux 
équations , sans quoi , on ne pourrait déterminer en 
même temps les deux inconnues. 

La question du numéro 3 , surtout comme eUe est 
énoncée dans le numéro 4 » se présente naturellement 
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wrec deiuc mooxmae»; wyoir^runet l'autre des nombres 
cherchés. En effet , si Ton désigne 

le plus petit par x^ 

le plus grand t>ar y, 

lenr somme par a, 

leur différence par b, 
on aura, par l'énoncé de la qpe^on. 

Chacune de ces deux équations, considérée seule, ne 

peut déterminer absolument Tune des inconnues. Si de 

la seconde, par exemple, on tire la valeur de y, elle 

donnera 

y^b + Xy 

valeur qui s^pible d'abord ne rien apprendre sur ce 
qu'on cherche, puisqu'elle contient la quantité x, qui 
n'est pas donnée; mais si, à la place de l'inconnue y 
qu'elle représente , on la met dans la première équation , 
cette équation , ne renfermant plus alors que la seule 
inconnue 0?, en donnera la valeur par les procédés déjà 
enseignés. 
On aura en effet, par cette substitution, 

ou . aa:4"^==û> 

c û — b 
ou ennn a:= ; 

52 

ef mettant cette valeur de x dans celle de j', qui est 
b'^Xy on obtiendra 

y=:6-4-a?s=3 6-{ = — ■ — : 

on aura donc, pour les deux nombres inconnus, les 
mêmes expressions que dans le ntmiéro 3. 

Il est facile de voir, en effet, que la solution cî-des- 
sus ne diffère point, quant au fond, de celle du n^ 3; 

Elém. d'Algèbre. 1 4* édition. 6 
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8â £ L £. M £ H s 

seulement j'ai posé et résolu la seconde équation 
y — xz=z b y que je m'étais contenté d'énoncer en lan- 
gage ordinaire dans le numéro cité, et dont j 'avais con- 
clu , sans calcul algébrique , que le plus grand nombre 
était r -f- i. 

56. Soit encore cette question : 

Un ouvrier travaillant chez un particulier pendant 
m jours y et ayant eu avec lui, pendant les 7 premiers 
jours, sa femme et son fils , a reçu j/^ francs ^ il a tra- 
Vjoillé ensuite chez le même particulier 8 autres jours , 
sur 5 desquels il a eu avec lui sa femme et sonfils , et il 
a reçu pour ce temps 5o francs. On demande combien il 
gagnait par jour pour sa part , et combien gagnaient en- 
seTjible dans le m.éme temps , sa femme et sonfils. 

Soit xle gain journalier du mari, 
y celui de la femme et du fils; 

. ^12 jours d'ouvrage dii.mari produiront 12 x , 
7 de la femme et du fils vaudront jy ; 
on aura donc, par la première circonstance du pro- 
blème , 

i2x+'jy=zj4: 

8 joiu"s d'ouvrage du mari produiront 8 x , 
5 jours de lafemme et du fils vaudront 5 y ; 

o^n aura donc , par la seconde circonstance du pro- 
blème , 

S X + 5 y := 5o. 

En raisonnant ici de même que dans la question pré- 
cédente , on prendra la valeur de y dans la première 
équation , et on ^ura 

74 12X 

y = — ; 

^ 7 
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on mettra cette valeur dans la seconde , en la mukiplian t 
par 5, puisqu'il y a 5y , et il viendra 

3«70 — 60 a; . w 
8 a? H — = 5o, 

7 
éiquation qui ne renferme plus que la seule inconnue x. 

En la résolvant , on aura successivement 

56X + 370— Goa?=55o, 
370 — 4^ = 35o', 

passant-— 4^ dans le second membre^ et35o dans le 
premier^ on obtiendra 

370-^350 = 4^ 
20 = 4^ 

a o _, ' 

5 = x. 

Connaissante, qu'on vient de trouver égal à 5 , si on 
met cette valeur dans la formule 

le second membre deviendra connu , et l'on aura 
74 — iaX.5 74 — 60 lÀ 

J 77 7 

ainsi j^zra. 

L'homme gagnait donc 5 francs par jour, tandis que 
la fenrnae et le fils n'en gagnaient que a. 

67. Le lecteur aura peut-être remarqué qu'en résol- 
vant plus haut l'équation 370 — 4^=^5o> f^ f-^t 
passer 4 ^ dans le second membre : j^en ai usé ainsi pour 
éluder une petite difficulté qui aurait eu lieu sans cela, et 
dont je vais donner l'éclaircissement. 

Eh laissant 4 ^ dans le premier membre , et passant 
370 dans le second , on aurait 

— 4^=350—370; 

6.. . 
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et réduisant le second membre soiii^ant la règle du n® 19, 
il en serait résulté 

Mais puisqu'on a évité dans le numéro précédent le 
signe — qui affecte la quantité /^x, en passant cette 
quantité dans Tautre membre; que pareillement la quan- 
tité 35o — 370 est devenue S/o — 35o en changeant de 
membre , et enfin qu'une quantité en passant ainsi d'un 
membre dans un autre ^ change de signe (10), il «st 
évident qu'on peut parvenir aux mêmes résultats , en 
changeant immédiatement le signe des quantités •— 4^^ 
J^m 35o — 370, ce qui donnera 

4a?=:— 35o +3jo, 
ou 4^=^7o^^55o, 

équation qui est bien la même chose que 

370 — 35o=4^- 

On peut même n'opérer le changement de signe que 
6ur le dernier résultat 

et il vient alors , comme plus haut ^ 

4x = 20. 

Il suit de là qu'on pourra transposer indifféremment 
dans un membre ou dans l'autre^ toutes les quantités 
affectées de l'inconnue; on observera seulement de chan- 
ger en même temps les signes dans les deux membres du 
dernier résultat, lorsque l'inconnue sera affectée du 
signe —. 

58. Avant d'entreprendre ^ par le moyen des lettres , 
la résolution générale du problème du numéro 56, je vais 
examiner encore un cas particulier. Je suppose que la 
première somme reçue par l'ouvrier soit 46 fr., et la 



i 



D' A L G i B R E. 85 

conde 3o fr. , les autres circonstances demeurant d*ail- 
lenrs les mêmes ; les équations de la quesdûn^erosi 

Sx + 5y = Zo. 
La première donne 

J' = -^ } 

multipliant cette voleur par 5 pour mettre le résultat à la 
place de 5y dans la seconde y on aura 

Q , fl3o— 6oa? _ 
Sx-J =:5o; 

7 

faisant disparaître les dénominateurs , on obtiendra 

56 a; 4" a3o — 6oa;=aio, 
ou 56 a?— 6oa?= flio — aîo, 

ou —4 ^='^^05 

et changeant les signes des deux membres^ d*après la 

remarque du numéro précédent, on trouvera enfin 

4a?=20, 

Si Ton substitue, dans Texpression dey, à la place de a: 
sa valeur 5 , il viendra 

46—60 

^= 7 ' 

et réduisant le numérateur de la valeur de jr , on aura 

— 14 
•^ 7 

Maintenant, comment faut-il interpréter le signes— qui 
affecte la quantité isolée 14? On coilçoit bien ce que 
c'est que l'assemblage de deux quantités séparées par le 
signe ^— , Iwrsque la quantité à soustraire est pins petite 
que celle Vinit on doit la retrancher; mais de quoi peut- 
on retrancher une quantité qui n'est jointe à aucune 
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autre dans le me|;ibre où elle se trouve ? Pour éclair- 
cir cette espèce de paradoxe , le meilleur moyen qui 
s'offre, c'est de remonter aux équations mêmes qui ex- 
priment les conditions de la question; car tenant de plus 
près à son énoncé , on y lira mieux les circonstances qui; 
ont amené la difficulté présente. 

Je reprends donc F équation 

je mets à la place de x sa valeur 5 , et il vient 

6o+7jf = 46. 

La seule inspection de cette équation y fait reconnaître 
une absurdité. En eff^et,' il n'est pas possible déformer 
le nombre 46 en ajoutant quelque diose au nombre 60^ 
qui seul, surpasse déjà 4^- 

Je prends aussi la seconde équation 

et n^QttjEmt 5 au lieu de x.> )e trouve 

4o^5jf=3o; 

même absurdité qutf-tout-à-rheure , puisqu'il faudrait 
q^e Le nppibre 2û! pùf^se form^ur en ajoutant quelque 
chose au nombre 40. 

Or les quantités lajî.ou 60 dans la première équa- 
tion , 8:r ou 40 dans la seconde , expriment ce que 
gagne l'ouvrier par son seul travail; les quantités jy. et 
5y représentent les gains attribués à sa femme et à son 
fils ; tandis que les nombres 4^^^ ^^ désignent les sommes 
données pour le salaire commun de ces trois personnes : 
on doit bien voir à préjsent en quoi consiste l'absurdité. 

D'après l'énoncé , Tourner gagnerait plus à lui seul 
qvi'il ne le fait aidé de sa femme et de son Gis ; il est 
donc impossible de considérer l'^rgentiattiibué au travail 
de la femme et du fils comme augmentÂn^ lAalaire de 
cet ouvrier. 
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Mais si , au lieu de prendre Targ^nt attribué à la 
femme et au Sis comme un gain^^ on lé regardait comme 
une dépense faite par eux à la charge de Touvrier , alors 
il faudrait retrancher cet argent de celui que l'homme 
aurait gagné seul , et. il n'y aurait plus de contradiction 
dans les équations > puisqu elles deviendraient 

60 — 7j^ = 46, 
40 — 5 j' = 3o. 

On tirerait de l'une comme dé"rautref , 

et on couclijrait de là que. si Fouvrier gagne 5 Çr. .par. 
jour , sa femme et son fils lui occasionnent une déper4se, 
de s fr. ce qu'on peut d'ailleurs vérifier ainsi. 

Pour 12 jours de travail , il revient à l'ouvrier 

■ ■ 5^^X 12:011 '^bf*'V ^ 

la dépense de sa femme et de son JGls ,. pendant ,7. jouh ,. 
est de 

. a^^*. X7 ou 1/^!^: : 

il lui reste donc 46 &• ., , ' 

Pdur 8 jours d0 travail y , il revient à l'ouvrier 

: •j5f''-X-8 ou -éff'^', ■ / ' 

fet^ïépërisé de sa- femme- et de sori fils ; p;ehdant 5' jour? , 

Ï'i' '. 1 II'.-) ■ ■ r '■ ■ ' ■ ■ ! ' ' •■ • 

ui reste donc 06 ft. 

Il est bien clair à présent qu'à l'énoncé du numéro 
■ SiÇ , il, faut,! pour que lé problème proposé- soi^ pos- 
sible , avec les données précédentes, substituer celui-ci : 

Un ouvrier travqiUant chez un particulier pendant 1 2 
jours , ayant eu avec lui^ les'^ pfejniers jours , sa femme 
et sonjih . qui lui occasionnaient une dépense , a reçu 
ê^Q'ftûhcs'f iV a travaillé ensuite 9 dilPres jours ^ sur 
5 desquels il dvmt avec lid sàfejiirtie et son fils ,- doWt il 
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devait encore acquiUer la dépense , et il a repi 3o fr. 
On demande combien il gagnait par jour , et combien 
dépensaient , dans le même temps , sa femme et son 
fils. 

En nommant x le gain journalier de l'onvrier , et jr la 
dépense de sa femme et de son fils ^ pour le même temps ^ 
les équations du problème seront éyidemment 

laa: — 7jf = 46, 

et étant résolues comme celles du numéro 56 , eUes 
donneront 

5g. Dans tous les cas où Ton trouvera pour la yaleur 
de l'inconnue un nombre affecté du signe •— , on pourra 
rectifier l'énoncé de la question d'une manière analogue 
à la précédente , en ezanûnant avec soin quelle est la 
quantité qui , d'additiye qu'elle était dans le premier 
énoncé , doit devenir soustractive dans le second ; mais 
l'Algèbre dispense de toute recherche à cet égard ^ lors- 
qu'on sait opérer convenablement sur les expressions 
affectées du signe — -; car ces expressions étant déduites 
des équations du problème , doivent satisfaire à ces 
équations : c'est - à - dire qu*en les soumettant aux 
opérations indiquées dans l'équation ^ on doit trouver, 
pour le premier membre , une valeur égale à celle du 

second. Ainsi, l'expression ^ , tirée des équations 

iax + 7y = 4fi, 
8a? + 5jf = 5o, 

doit , conjointement avec la valeur a:= 5 , déduite des 
mêmes équations , les vérifier toutes deux. 
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La substitution de la valeur de a; donne d'abord 

60 + 7^ = 46, 

Il reste à faire la substitution de ^^^—^ à la place dejt; 

et pour cela^ il faut multiplier cette espression par 7 
et par 5 ^ en ayant égard au signe — dont elle est 
affecté^ 

Si l'on j applique la règle des signes^ donnée dans le 
numéro 4^, pour la division ^ on am^a 

-14 

7 

puis , par la règle des signes relative à la multiplication , 

on obtiendra 

7X — a = — 14, 

5x— fl= — 10. 

Les équations 

> 

^o + 7 J' = 4^ ®t 4^ + ^y = ^o, 

devenant respectivement 

60 — 14 = 46 et 4^ — . lorzaSo, 

fieront vérifiées , non pas en ajoutant les deux parties 
du premier membre^ mais bien en retranchant la seconde 
de la prenùère , comme on l'a fait plus baut^ d'après 
la considération de la forme de ces équations. 

60. Les données du problème du numéro 58 n'ont pas 
permis de le résoudre dans le sens du premier énoncé , 
c*est-nà-dire par addition ^ ou en regardant comme un 
gain Targenlt attribué à la présence de la fenmie et du 
fils de l'ouvrier^ le second énox;icé ne conviendrait pas 
davantage aux données du problème du numéro 56. 
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Si Ton voulait considérer dans ce cas, y comme expri- 
mant une dépense , les équations 

r Sx — 5^= 5o, 

qu'on aurait alors ; donneraient 

'■' •'■ • ;•• ■— 14 

a; = 5 et y = ■ : 

et la substitution de la valeur de x changerait d'abord 
cqs équations ^n ' 

40 — S y =5o. 

L'absurdité de ces résultats est précisément contraire à 
* celle des résultat^ du nuijiéro 58 , puisqu'il s'agit ici de 
paîSTéûîtà des restés |>TÙ8 grands que les nombres 60 et 
40 , dont on retranche les quantités q,y et 5 jr. 

Non-seulement le signe — qui affecte Fexpression de 
y indique l'absurdité , mais encore il la redresse ; car , 
suivant la règle des sighes , 

— 14^ 

7 ^ . . 

et _7X — a=+i4 

-i--5><- — à'= + id..-' 

PofjCa moyen , lesr éf^^ia]io|i& . : • , : • 

60 — 7 jr ^. 74 , • 40 — 5j^=ï 5o , 
devenant 

60+14=^7^, 4o4.io'=5ô, 
se* vérifient par addition ; et par conséquent les quantité» 
•*- 7^ et — 5y , tifecnsformées en ':\r\^i +10* a^ulieu 
d'^cprimer des dépenses à la charge de To^ivri^r , sont' 
régardées cbhime ufa gain pour lui : on jctbnlbe donc en- 
core, dans ce cas, sûr le véritable énoncé dé K question. 

Gi. On apprend par les exemple? précédons qu'// 
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peut se trouver dans les énoncés des "problèmes du pre". 
mier degré i certaines contradictions que V Algèbre, fait \ 
non-seulement coimcître, mais dont. elle indique endom 
la rectification, en rendant soustractiyes des quttHtiféSf. 
qu'on avait regardées comme additives , ou ' additive^ : 
des quantités, que l'on avait regardées comme soùstrac- 
tiveSy ou en dont^ant pour les inXXfnnUes de^ valeurs \- 
ajfectées du signe* -rr- 

Voilà, ce qu'il faut entendre lorsqu'on dît commune^ 
ment que les valeurs- aSTectées du eigwê — ', et" qu'on ^- 
pelle solutions négatives , tésolveht , = ddjis un sens op- 
posé à. 8on énonce , k question- dû éffltes se rencontrefaÇJ- 

Il suit de là qu'on peut regarder ccûiime ne fofnianf ^* 
à propremenî pairlgr , qu'une seule question _, celles dont 
les énoncés, sont lié? entre eux .de manière que les soin-; 
tions qui sati'sfoiit à l'un des énoncée, peuvent; par ùii 
simple chaûgémept de signe ^ satisfaire à l'autre. ■ ' 

6a. ;Pui9qu0^ lea'quantités négatives- résolvent,, dana, 
un certaini çens-.y, })^ probjèuies qnû leur donnent naisr» 
sançe , il, est ;à.pnrop.os' d'examiner, de plus près letjr. 
usagja^y et d'abord, de s'a:Baur6r de la. manière, dont ilï 
conyiexit..d*eiFet4nier les opérations indiquées sur . ces. 
quai|itités, ' • • • 

Ona€i-de8sU3:&it usagedesTègle» des lignes , ttirarr^ 
vées précédemideiitpour chacune deao^ératiôn^ fonda-^ 
m^tftleft 'iifoSm Çeà-rè^s nlont ppia.t.Gté,,4énïoe^trues9|ir 
d€)9iq4QnAté9ii4o]ié!es;.P<)u):la^ôu6fractie9^:p^r ex^mpl^..,) 
on ^tsupposé^qufl falllait: retrancher. de.. b l'expressi^xiç 
b -^.-Cy;. danàlaqu^le laquantitîé négative -^ c était, préip, 
cédée d'une quantité posltiyei(ûo). On réduirait. bf^ii, 
b-^ ç : à ^-^ Ci^l^a faisant b ^= ç> ,:fî6 qui changerait lo^ 
résultat en a-^ c\ mais le raisonnement employt^ .àj 
l'endroit .'pitéy sijippofiattt J'exiatejjce de la quantité 
6j ne paraît, pas comprendre: ce cas; çt la théorit^ 
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des quantités négatives étant à la fois l'nne das pins 
importantes et des pins épineuses de l'Algèbre , fl 
est i propos de Tappnyer sur des bases solides. Pour 
panrenir à ce but ^ 3 faut remonter à l'origine des quan- 
tités négatires. 

La pins grande soustraction qne Ton puisse opérer sur 
une quantité^ c'est de la retrancher d'elle-même ; et 
dans ce cas , on a zéro pour reste : ainsi^ a — a = o. 
Mais lorsque la quantité i retrancher surpasse celle dont 
il faut la retrancher , on ne peut plus effectuer en 
entier la soustraction; on ne fait qu'opérer^ dans la 
quantité à soustraire, une réduction égale à la quantité 
dont elle devrait être dtée. Lorsque de 3^ par exemple^ 
il faut retrancher 5, ou qu'on a la quantité 3 — 5 , en 
ôtant d'abord 3 de 5 , on décompose 5 en deux parties 
3 et a dont la soustraction successive reviendrait à 
celle de 5, et par là; au lieu de 3 — 5 on a l'exprea- 
sion équivalente 3— 3— ^a qui se réduit à — a. Le 
signe — « qui précède a montre que c'est ce dont il s'en 
£Eiut que la soustraction ait pu s*opérer tout entière , 
en sorte qne si l'on eût ajouté a à la première des quan- 
tités, on aurait eu 3 + a — 5 , 0|i zéro. On exprime 
donc , an moyen des signes al gébriqnes , l'idée qu'on doit 
attacher à la quantité négative — a , en formant l'é- 
quation a — a = o , ou en regardant les symboles 
a '^ a , b -^ b, etc. comme équivalens à zéro. 

Cela posé , on conçoit qne si l'on joint i la quantité 
quelconque a le sjrmbole & — « &, qui n'est au fond que 
zéro , on ne changera point la valeur de cette quantité , 
et que par conséquent l'expression a + 4 — 4 n'est 
qu'une autre manière d'écrire la quantité a ; ce qui est 
d'ailleurs évident , puisque les tenues -f- & et — J se dé- 
truisent. 

Mais ayant , par ce changement de forme , fait entrer 
dans la composition de a les quantités -^b et — A, on 
voit que pour soustraire Tune quelconque de ces quan- 



D' ALGÈBRE. çS 

tités , il suffit de Teffacer. £ c'est + b qaaxx yexA son»- 
trairedea^ on Teffacera^ et il restera a — b, ce qui 
s'accorde ayec la convention établie n^ a; si c'est ^ au 
contraire ^ — - i » on effacera cette dernière ijuantité , 
et il restera a -f- ^ i comme on le conclurait du n^ ao. 

A l'égard de la multiplication , on remarquera que le 
produit de a — a par + J, doit être ab — a^b y parce 
que le multiplicande étant égal à zéro , le produit doit 
aussi être zéro ; et le premier terme étant a i ^ le second 
doit nécessairement être —«ai, pour détruire ce pre- 
mier. 

On conclura de là que — • a multiplié par -f- b doit 
donner — ab. ^ 

Eln multipËant a par 6 — b , onaiura encore ab^^ab ^ 
parce que le multiplicateur étant égal à zéro y le produit 
sera aussi égal à zéro ; et il faudra par conséquent que 
le second terme soit — a & pour détruire le premier 
+ abé 

Donc -f- a multiplié par — b doit donner *— a&. 

Enfin si l'on multiplie — a par 6-— &^ le premierterme 
du produit étant ^ d*après ce qui précède ^ — - a & , il fau- 
dra que le second terme soit -f* a i ^ puisque le produit 
doit être nul en même temps que le multiplicateur. 

Donc — a multiplié par — b doit donner + ab. 

£n rapprochant ces résultats ^ on en déduit les mêmes 
règles que celles du numéro 3i. 

Le signe d'un quotient , combiné avec celui du divi^ 
seur ^ suivant les règles propres à la multiplication^ de- 
vant reproduire le signe du dividende y on conclura de 
ce qui vient d'être dit y que la règle des signes^^ donnée 
n^ 4^ ^ convient encore au cas actuel y et que par con- 
séquent les quantités monômes y lorsqu'elles sont iso^ 
lées, se combinent , par rapport à leurs signes, de même 
que lorsqu'elles font partie des polynômes. 
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63. D*aprè8 ces remarques on pourra toujours, lors- 
cpi*on rencontrera des yaleurs négatives , remonter au 
véritable énoncé de la question résolue , en cherchant 
de quelle manière ces valeurs satisfont aux équations du 
problème proposé ; c'est ce que l'exemple suivant , qui 
se Irapporte à des nombres dilFérens d'espèce de ceux 
de la question du n^ 56 y confirmera. 

64. Deux couriers , pour aller à la rencontre tun de 
r autre, partent en même temps de deux villes dont la 
distétnce est donnée ; on sait combien de kilomètres 
chaque courier fait par heure , et on demande à quel 
point de la route qui joint les deux villes, ces couriers 
se rencontreront. 

Afin de rendre plus évidentes les circonstances de la 
question , j'ai placé ci-dessous une figure dans lacjuelle 
les points indiqués par les grandes lettres A et B , repré- 
sentent les lieu^ de départ des couriers. 
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J'exprimerai à Tordinaire par de petites lettres les don- 
nées et les inconnues de la question. 

a la distance des points de départ A et B , 

b le nombre de kilomètres que parcourt dans une 

heure , le courier parti du point A , 
c le nombre de kilomètres que parcourt dans le 

même temps , le courier parti du point B. 

La lettre R étant placée au point de rencontre des deux 
couriers, je nommerai xle chemin AR fait parle premier, 

y le cheminai? fait par le second ; 
et comÂie 

AR + BR = AB, 

j*aurai l'équation 

.r -f- J' = o- 
Considérant ensuite que les chemins r et^ sont par- 
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coqrus 4ang le même temps , on remas^era que le pre- 
mier. Courier , qui fait un sombre b de kilomètres en uàe 
heure de temps;, emplpier^ à parcourir Tespace x ^ 

oc ' ' 

lin teiqps marqué par ^. 

De même le second courier , qui fait un nombre c 
de kilomètres en ime heure , emploiera à parcourir le 

chemin^, un temps marqué par*^ \ on aura donc 

^—y '■■'.• 

l^es équations de la question seront par conséquent 

X y 

Eti faisant disparaître le dénominateur i de la se- 
conde, on aura ' !' 

by 

'*' •* — •) 






mettant cette valeur de x daxjs la préniicre équ^tj^n . 
celle-ci deviendra . . 

on en conclura 






•c 

Remettant la valeur de y dans celle de a; , on ob- 
tiendra 

c 6+c c(6 + c) 

ou enfin ' 
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Puisqa*il n'entre ancnn signe— dans les ralenrs de 
s et de y , il est évident qne quelques nombres ^^'on 
prenne pour les lettres a, b , c, on trouvera toujours 
pour X et pour y deux nombres affectés du signe -|- ^ 
et que par conséquent la question proposée sera toujours 
résolue dans le sens précis de son énoncé. En effets on 
conçoit facilement que dans tous les cas où deux cou» 
riers vont en même temps Tun yers l'autre , ils doivent 
nécessairement se rencontrer. 

65. Je suppose à présent que les deux couriers aillent 
dans le même sens ; celui qui part du point A courant 
après celui qui part du point B , et qui tend vers un 
point C, placé au-delà du point B, par rapport au 
point Jl. 
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n est évident que , dans cette hypothèse , le courier 
parti du point A ne peut rencontrer le couiior parti dn 
point B , qu'autant qu'il va plus vite que ce dernier ; 
et le point de rencontre R n'est plus entre A etB , mais 
au-delà de B , par rapport à A. 

En conservant les mêmes données que ci-dessus , et 
en observant qu'alors 

AR'^BR = AB, 

on aura 

xi— y = a. 



La seconde équation 



X 

b 



n'exprimant que l'égalité des temps employés par les 
couriers à parcourir les espaces A RetB R^n^ change 
point. 
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Leis deux équations ci-dessus , étant réèolues oomme 
les précédentes , donnent 



%JU m^Ê^m ■■" • 



c* 



^—yz=za, by^^cy=zac, 



c 

ac 



c' 



et en£i 



b ac ùbc 



Ici les valeurs de x et de j^ ne seront positives qu'au- 
tant qu'on -prencîra b plus grand que c , c'est-à-dire 
qu'on supposera que le courier parti du point jiya. plus 
vite que l'atitre. 

Si l'on fait^ par exemple ^ 

6 :=:= ao , C= 10, 

on a 

2o a 2o a 

ao— lo lô 
loa lo a 

•^ flO — lO 10 

d'où il résulte que le point de rencontre R est éloigné 
du point A de deux fois AB. 

Si l'on suppose ensuite b plus petit que c ; qu'on 
fîisse y par exemple , 

6 = lo, c = ao, 

on trouve 

lofl . loa 

lo— ao —10^*" ' ' 

âoa aoa 

y = = =:— -act. 

•^ lo — ao — lo 



Élém. d'Algèbre, i^^éeàûon. 
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Â ^ ~R le 

Ces valeurs étant affectées du signe — , font voir que 
la question ne peut plus être résolue dans le sens de 
son énoncé ; et en effet il est absurde de supposer que 
le Courier parti du point A , ne parcourant que i o kilo- 
mètres par heure, puisse jamais atteindre le courier parti 
du point B , qui fait 20 kilomètres par heure , et qui 
est en avant du premier. 

66. Cependant ces mêmes valeurs résolvent la question 
dans un certain sens ; car en les substituant dans les 
équations 

x_y 

tSti a, par les règles des signes^ 

— a + 2 a = a 
a 2a 

10 ao * 

«quations qui sont satisfaites ^ puisqu'en effectuant les 
réductions qui se présentent ^ le premier membre de- 
vient égal au second ; et si l'on fait attention aux signes 
des termes qui composent la première , on verra com- 
ment il faut modifier l'énoncé de la question pour en 
6ter l'absurdité. 

En effet, c'est le chemin a^ cortespondant à a: et par- 
cowm par k premier courier y qui est véritablement 
soustrait du chemin 2a ^ correspondait à j^ et parcoum 
par le second courier ; c'est donc comme si Ton avait 
changé j^ en a; et a; en y , et comme si l'on avait supposé 
que le courier parti du point B sdlàt après l'autre. 

Ce changement dans Yénolàté en produit un dans la 
direction du chemin des couriers ; ils ne tendent plu» 
vers le point C , mais du côté opposé , vers le point C, 
comme k montre la figure suivante : 
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fit leur rencontre se fait en R. Il résulte de là 

ce qui donne * 

y — irt=a; 

on a toujours d'ailleurs 

et Oh trouverait 

ab loà 

x = r = ^=a> 

c — p 20 — 10 

ac' zoa 

y = -'i'srs — z= 2 a : 

•^ c — p 20^-10 

valeurs positives , cjui résplvent la question dans le sens 
précis de son énoncé. 

67. Cette question présente un cas dans lequel elle est 
tout-à-fait absurde. Ce cas a lieu lorsqu'on suppose que 
les deux couriers vont .également vite ; il est visible que 
de quelque côté qu'on les fasse marcher, ils ne peuvent 
jamais se rencontrer, puisqu'ils conservent entre eux l'in- 
tervalle de leurs points de départ. Cette absurdité, qu'au- 
cune modification dans l'énoncé ne peut faire disparu- 
tre , se manifeste bien évidemment dans les équations. 

On a alors 6 = c , puisque les couriers allant égale- 
ment vite, parcourent le même espace dans une heure ; 
l'équation 

b c 

devient t=^ 

b b 

et donne a: = y. 

Par là l'équation x — j/ = a se change en 
x—- aî = a, ou o=a. 
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résultat bien absurde , puisqu'il suppose nulle une quan-* 
tité a dont la grandeur est donnée. 

68. Cette absurdité se montre d'une manière assez 
singulière dans les valeurs des inconnues 

ab • ac 

""—b^i' y—b^c'^ 

leur dénominateur 6 — c devenant o lorsque bz=zCy on a 



ab 



X 



ac 



i 



y^-::' 



G ^ O 

On n'aperçoit pas aisément ce que peut être le 
quotient d'une division , quand le diviseur est zéro ; on 
voit seulement que si Ton prenait 6 très voisin de c , les 
valeurs de o; et dey deviendraient très grandes. Pour 
s'en convaincre , il n'y a qu'à prendre 

b = Gk»- , c = S^'^'fi , 

6 a - 
on aura x=: — = ooa, 

o,2 

5,8a 

qu'on passe ensuite à 

b = 6 c = 5,9 , 



on aura 


6 a ^ 
X — — 00 a , 


qu'on fasse 


y = ^ = 5sa; 
encore 


il viendra 


i = 6, c = 5,99. 




6a ^ 
X — — oooa, 

o,oi 




S.qqa 
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et on voit facilement que le diviseur diminuant à me- 
sure qu'on rend plus petite la différence des nombres 
ô et c , on obtient des valeurs de plus en plus grandes. 

Cependant , comme quelque petite que soit une quan- 
tité , elle ne peut jamais être prise pouf zéro , il s'en- 
suit que quelque peu difFérens qu'on supposât les 
nombres représentés par les lettres b et c , et quelque 
grandes que fussent par conséquent les valeurs de x etr 
de y résultantes , jamais on n'atteindrait à celles qui 
répondent au cas où b •= c. 

Ces dernières ne pouvant être représentées par aucun 
nombre , quelque grand qu'on le suppose , sont dites i/i- 

* 17% 

finies; et toute expression de la forme — , dont le déno- 

minateur est zéro , est regardée comme le symbole de 
V infini. 

Cet exemple montre que Y infini mathématique est'une 
idée négative , puisqu'on n'y parvient que par l'impos- 
sibilité d'assigner une quantité qui puisse résoudre la 
question. ^ 

On pourrait demander ici comment les valeurs 

ab ac 

o *^ o 



satisfont aux équations proposées ; car c'est une propriété 
essentielle de l'Algèbre que les symboles des valeurs des in* 
connues, quels qu'ils soient , étant soumis aux opérations 
indiquées sur ces inconnues , satisfassent aux équations 
du problème. 

En les substituant dans les équations 

:ç—y = a, 

*b^b' 
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qui répondent au cas où &= c , on a ^ par la première , 

ab ab 
= a, 

o o 

ab'-^ab - . 

ou — — = fl, ou ab — a6==aXo, 

o 

ou enfin 

= 0, puisque aXo = o. 

La seconde équation donne , dans la même circon- 
stance^ 



a b 



a 



oXb oXb' 

les deux membres de chaque équation devenant égaux > 
ces équations sont satisfaites. * 

n reste encore à expliquer conmient la notion indi-« 

quée par l'expression — , corrige l'absurdité du résultat 

trouvé dans le n^ 67. Pour cela^ on divisera par x les deux 
membres de l'équation 

X — y = a', 
on aura. 

y a 

X X 

et conmie l'équation 

b— b 
donne x==jf , la première deviendra 

a a 

1 — 1=- ou = -. 

X X 

L'erreur consiste ici dans la quantité —^ dont le second 

X 

membre surpasse le premier ; mais cette erreur deviendra 
de plus en plus petite^ à mesure qu'on prendra pour x 
un plus grand nombre. C'est donc avec raison que l'Al- 
gèbre donne pour x une expresnon qu'aucun nombre» 
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quelque grand qu'il soit , ne saurait représenter , mais 
qui^ yenant à la suite de celles qui représentent des noin- 
Jines de plus en plus grands , indique dans quel sens on 
peuf: atténuer de plus en plnsVerreur de la supposition. 

€9. Si les côuriers^ allant également vite ejt dans le 
même sens , partaient du même point , leur jonction ne 
se ferait plus à un point particulier , puisqu'elle aurait 
lieu dans toute l'étendue de leur course : il est bon de 
voir comment cette circonstance est représentée par les 
valeurs que prennent dans ce cas les inconnues x ety. 

B 

A ' C 

Le point A et le point B étant confondus ensemble , 
on a pour pe cas , a= o , et toujours i =.c ; il vient donc 

0.6 o < o,c o 



X 



Q o * ^ o o' 



. Po^r ipterpréter ces valeurs , qui indiquent une divi- 
sion dans laquelle le dividende et le diviseur sont nuls 
tous les deux, je remonte aux équations de la ques- 
tion. La première , devenant 

X — j' == o , donne x =y ; 

et substitliant cette valeur dans la seconde équation 
qui est alors 

^ y 1 • ^ y y 

j = -J,. il vient 1=.^. 

La dernière équation ayant ses deux membres iden^ 
tiques , c'est-à-dire composés des mêmes termes , pris 
avec le même signe, est satisfaite , quelque valeur qu'on 
assigne ày , et ne saurait déterminer cette inconnue. 
D'ailleurs , il est évident que l'équation 

X if 

T==r revient à x=zy ,' 
et n'exprime par conséquent rien de plus que la 
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première C^). Il résulte seulement de Tune et de 
l'antre , que les' deux couriers seront toujours en«- 
semble , puisque les distances x et y partent toutes deux 
du point-^, et sont égales, leur valeur restant d'ailleurs 
indéterminée. L'expression f est donc ici le sjon- 
bole d'une quantité indéterminée : je dis ici , car il y a 
des cas où cela n'est pas ; mais alors l'expression pror* 
posée n'a pas la même origine que la précédente. 

70. Pour en donner un exemple , soit 

A(a— i)- . 

Cette quantité devient | dans sa forme actuelle , lorsqu'on 
fait a = 6 ; mais ei on la réduit d*abord à sa plus simple 
expression, en supprimant le facteur a — b, commun au 
numérateur et au dénominateur, on trouve 

a (a + 6) 

5 ' 

ce qui donne aa quand a = b. 

n n'en est pas de même des valeurs de x et de^ , trou- 
vées dans le n^ précédent; car elles ne sont pas suscep- 
tibles d'être réduites à une plus simple expression. 

n suit de ce que je viens de dire, que lorsqu'on 
rencontre une expression qui devient f, il faut, avant 
de pf ononcer sur sa valeur , chercher si le numérateur 
et le dénominateur n'ont pas quelque facteur com- 
mun qui, devenant nul, rende ces deux termes égaux 
à zéro en même temps ; et en le supprimant , on ob- 

(*) Poor abr^er le discours , les analystes appliquent aux 
équations mêmes , Pcpithète àHdentiques, 

> ='T est wie équation identique , 5 — 3x = 5 — 3 j: en est une 

autre ; et quand deux équations n'expriment que la mthne chose , 
on dit aussi que ces équations sont identiques. 
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tiendra la vraie valeur de Texpression proposée. Il y a 
cependant des cas qui pourraient échapper à cette mé- 
thode ; mais les bornes de cet Ouvrage ne me permet- 
tent que de faire remarquer le fait analytique. C'est en 
traitant du Calcul différentiel, qu'on donne les procédés 
généraux pour trouver la vraie valeur des quantités qui 
deviennent I C). 

, 71 . Ce quiprécède fait voir bien clairement que lesso- 
lutions algébriques y ou satisfont complètement à l'énoncé 
du problème , quand il est possible^, ou indiquent une 
modification à faire dans l énoncé , lorsque les données 
présentent des contradictions qui peu^/ent être levées , 
ou enfin font connaître une impossibilité absolue, lors- 
qu'il n'y a aucun moyen de résoudre avec les mêmes 
données , une question analogue dans un certain sens à la 
proposée. 

7a. Il faut remarquer dans la solution des différens 
cas de la question précédente , que le changement de 
signe des inconnues a: et^ répond à un changement 
dans la direction des chemins que ces inconnues repré- 
sentent. Quand l'inconnue j^ était comptée de B vers A , 
elle avait dans l'équation 

x+y=a, 

le signe -f-, et elle a pris le signe — pour le second cas, 
lorsqu'on l'a portée du côté opposé, de B vers C, n° G5 , 
puisqu'on a eu pour première équation 

X — y^=cL' 
Eji effectuant ce changement de signe dans la seconde 



(*) Voyez le Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral^ 
tom. I, oa le Traité élémentaire sur le même sujet. 
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équation , • 

on trouverait 

résultat qui n'est pas celui qn*on a donné dana le a® cité ; 
mais il faut observer que le chemin y se compose par 
des multiples de l'espace c que parcourt en une heure le 
Courier parti du point ^^ et cet espace étant dirigé dans 
le même sens que l'espace j^^ doit être supposé de même 
signe , et prendre par conséquent le signe — • lorsqu'on 
le donne à y : on aura^ par cette remarque , 

X —y X y 

b — c b c 

n suffit donc d'un simple changement de signe pour 
comprendre le second cas de la question dans le premier; 
et c'est ainsi que l'Algèbre donne i la fois la solution de 
plusieurs questions analogues. 

Le problème du n^ i5 en ofiPre un exemple bien évi- 
dent. On a supposé dans cet article ^ que le père devait 
au fils tme somme d\ si on veut résoudre la question 
dans l'hypothèse contraire, c'est-à-dire en supposant 
que. le fils doive à son père la somme d , il suffira de 
changer le signe de d, dans la valeur de a; ^ et l'on aura 

bc^^d 

enfin y si on les suppose quittes l'un envers Tautre , il 
faudra faire J=o, et il viendra 

Çiien n'est plus aisé que de vérifier ces deux solutions, 
en mettant de nouveau le problème en équation, pour 
chacun des cas, qu'on vient d'énoncer. 
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73. Ce n*est que pour conserver l'analogie entre les 
problèmes des n**56etÇ4j ^^ j'ai employé deux in- 
connues dans le second. On pourrait résoudre l'un et 
Fautre avec une seule inconnue ; car^ lorsqu'on dit que 
l'ouvrier a reçu y 4 francs pour 12 jours de son travail 
et j de celui de sa femme et de son fils ^ il en résqjlte que 
ai Toii nomme y le gain de la femme et du fils y et que de 
74 francs onôte 7y,'Û reste 74 ^^ 7 J' pour 12 journées 

4e l'ouvrit y d'où il suit qu'il gagne ^3, — ^ par jour. 
. dalculant de même son gain pour la seconde cirôon- 

sta4ce^ on trouvera qu'il gagne ^-^ par jour. • 

En égalant ces deux quantités^ on formera F équation 

De même , dans la question du n** 64 > 

i A R B 

$1 X désigne le chemin AR fait par le courier parti 
du point A y BRzzza — x, sera celui du courier parti 
du point B en allant vers A ; ces deux chemins étant faits 
dans le même temps par les couriers qui parcourent res- 
pectivement les nombres 6 et c de kilomètres par heure , 

on aura 

tjc a— X 

b~~r'' 

d'où 

ab 

""—b+l' 

La différence entre les solutions que l'on vient de don- 
i^ier et celles des n"" 56 0t 64 , ne consiste qu'en ce que l'on 
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a formé et résolu la première équation par le secours du 
langage ordinaire , sans y employer récriture algébri- 
que ; et il est évident que plus on pousse loin Tusage 
du premier procédé^ moins il reste à faire avec le second. 

74. On ajoute quelquefois au problème du n° 64 , 
une cifbonstance qui ne le rend pas plus difficile. 

'A^ R C B 

On suppose que le. courier parti du point B s'est mis en 
marche un nombre d d^ heures avant celui qui part du 
point A. 

n est évident que cela revient à changer le point de 
départ du premier ; car s*il fait un nombre c de kilo- 
mètres par heure, il parcourra un espace B C=zcd en 
cZ d'heures, et se trouvera au point C, lorsque l'autre 
Courier partira du point -^; en sorte que l'intervalle des 
lieux de départ sera 

AC=AB — BC = a—cd. 

En écrivant donc a — c J, à la place de a , dans l'é- 
quation du n° précédent , on aura 

X a^^cd-»" X 
b~ ~c * 

ab-^bcd 

■ ^— b-\-c • 

Si les couriers allaient dans le même sens 

A B C R 

l'intervalle des lieux de départ serait 

AC=AB + BC=a + cd\ 

le chemin parcouru par le courier parti du point A se- 
rait AR, tandis que celui de l'autre courier serait 

CR = AR — AC; 
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on aurait donc 

X X Ot— Cfi 

b~ l 

d'où 

ab'\'bcd 

76. Enoncé de cette manière, le problème présente un 
cas où l'interprétation de layaleur négative trouvée pourx, 
offre quelque difficulté ; c'est lorsqu'en faisant aller les 
coùriers en sens contraire , on donne au nombre d une 
valeur telle , que l'espace -6 C représenté par cd , devient 
plus grand que a , qui représente A B. 
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Alors le courî^r parti du point B se trouve en C de l'autre 
côté de A y au moment où l'on fait partir celui-ci, vers le 
point i? ; il y a donc absurdité à supposer que les deux 
couriers puissent ainsi se rencontrer. 

Si l'on avait, par exemple, 

a = 4oo'^, fc=:ia^", c=8*^"», d = 6o^, 

il en résulterait €&•= 480^", ainsi le point C serait à 
So*^ au-delà du point ^, pv rapport au point B-^ mais 
on trouverait alors 

^QO'^^—" 60 '8.13 4oo,3— 60.3.1a 

^~ 8+13 ~"" 3^3 

1300 — 1440 340 .Q 

= -ç = g- = - 48. 

Ainsi la rencontre des couriers aurait lieu dans un point 
R , placé à 48*^" ^e l'autre côté du point -<i, mais entre 
A et C y quoiqu'il semble que le courier parti de B , de- 
vant continuer son chemin au-^elà du point C , ne pour- 
rait être joint par l'autre courier, qu'après avoir passé 
ce point. 
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Pour connmtre la question réélue dans ce cas, il faut 
substituer au lieu de x \é nombre négatif — m , dans 
l'équation qui devient 

""T-— 7 ' 

ou en diangeant le si^e des deux membres , 

T= -c • 

On voit que le chemin parcouru par le courier parti 
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du point ^, est C£Ï — a — 771 , ou ce qui reste de Z?C , 
quand on en retranche JtB et A R, c'est-à-dire C R , 
et que AC-^cd — a : c'est donc comme si le second 
courier eût dû partir immédiatement du point C où il 
^e trouve au départ du premier \ mais puisqu'ils vont 
en sens contraires, leur rencontre doit nécessairement 
avoir lieu dans l'intervalle A C. Ce cas rentre ainsi dans 
le premier de ceux du n° 74 > où il sufEt de changer 
a — crfen cd— apour obtenir la valeur qu'aurait 771, d'a- 
prèi réquation ci-dessus.^ /^oj^cz la note à lajin du vol. ) 

\ 7Ô. Le problème du n** 55 , étant généralisé , s'énonce 
ainsi qu'il suit : 

Un ouvrier tyant passé un nombre a de jours dans 
une maison ^ tt ayant eu avec lui sa femme et son Jils 
pendant un nombre h de jours , a reçu une somme c ; 
il a passé ensuite dans la même maison un nombre d de 
jours y il a eu cette fois avec lui sa femme et son Jils 
pendant un nombre é de jours , et il a reçu une somme 
t ! on demande ce (fu'il gagnait par jour , et ce que 
gùgmïiettt sa femme et son Jils pendant le même temps i 

Soient toujours x le prix de la journée de l'ouvrier et 
y celui de la journée de sa femme et de son fils : 
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pour un nombre a de jovccs , û aura ax y.. 

pour un nombre b de jours , sa femme et son fils auront 

by, ainsi 

a or-f- by= c; 

pour on nombre d de jours ^ il aura d x , 

pour un nombre e de joiffs j sa femme et son fils auront 

eyy ainsi 

dt3è^ey:z=zf\ 

voilà les deux èquaâôns générales de la question. 

On tire de la prepiière 

c — èy 
a 

multipliant cette valeur par d , pour la substituer à la 
place de X y dans la seconde équation , on aura 

cd^'-^hdy 

a 
et par conséquent , 

cd'T'bdy r, 

•m ri. Tu,/ J^eyr=zf, 

Èb faisant disparaître les dèno^nateurëi de cette équa- 
tiotï , dii ofbtiendra 

c d — b dy -^ae y^=i afy 
d'où l'on conclura Successivement 

aey ^"b dy z=. af'^ cdy 

àf-^td 

y = —^ . 

Connaissant maintena&t^ ^ si l'on met sa valeur dans 
celle de x y cette dernière sera connue ; on aura 

^ af — cd 
ae—bd 



a 



Pour simplifier cette expression , il faut:d'abord faire la 
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multiplioation indiquée sur les auantités 

b et -^ — 7-1, (53) 
ae — bd ^ ' 

ce qui donne 

abf — hcd 

ae^^bd 



a 

puis réduire c au dénominateur de la fraction qui Tao 
compagne ^ et eifectuer la soustraction de cette frac« 
tion (5i ) : il vient 

ace — bcd'^abf^bcd 

ae-^^bd 

x = , 

a 

ou en réduisant 

ace — abf 

oLe—ba ,^^ 
X— (*). 



{*) Poar qu'il n'y ait aucnn doute sur le sens de cette expres- 
sion, il faut faire attention à la barre dé division qui se troure 

placée dans le corps de la ligne. Ainsi , dans Pexpression x = — » 

^ repr^ente le dividende, soit entier, soit fractionnaire, et B 
le diviseur, dans Pune et Tautre hypothèses. D'après cette con- 

vention, l'expression x =-t^ signifie que x est égal au quotient delà 

A A 

fraction-^ divisée par JS, et l'eipression x= -^ indique p<yir x le 

. quotient de ^divisé par la fraction --97) enfin on a, par l'expressum 

C A S 

2-=:— ^1 le quotient de la fraction -^divisée par la fraction -^• 

Ces remarques font sentir la nécessité de placer les barres con- 
fonnément au résultat qu'on se propose d*indiquer. 
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En eiFectuant la d^vi^on par a ( 53 ) ^ on trouvera 

czcc— ai/* 
a^e — abd* 

et ^ supprimant le facteur a/ commun au numérateur 

et au dénominateur ( 38 ) , on aura enfin 

^_ ce—bf 

ae—ba 
Le« valeurs 

ce^^bf af — cd 

ae — bd^ ^ ae — ftd' 

s'appliquent de la même manière que celles qu*on a trou- 
vées ci-dessus, pour des équations littérales à une seule 
inconnue : on y substitue au lieu des lettres les nombres 
particuliers à l'exemple qti*on a choisi. 

On obtiendra les résultats du n** 56 , en faisant 

a=ifl, 6 = 7, c = 74, 
rf = 8 , e = 5 , /*==: 5o , 

et ceux du n** 58 , en faisant 

d= 8, e = 5, /=3o. 

77. Les valeurs de a: et de ^ ne conviennent pas 
seulement à la question proposée : elles s'étendent à 
toutes celles qui conduisent à deux équations du pre^ 
mier degré à deux inconnues ; car il est visible que 
ces équations sont nécessairement comprises dans les 
formules 

a X -^ b y = c , 

dx + ey=.f, 

pourvu qu'on entende par les lettres a , fc , d et e , l'en- 
semble des quantités données qui multiplient respecti- 
vement les inconnues x et jy , et par les lettres c et/^ , 
l'ensemble des termes tout connus , passés dans le se- 
cond membre. 

Elém. d* Algèbre. i4« édition. 8 
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De la résolution d'un nombre quelconque d* équations 
du premier degré, renfermant un pareil nombre d'in* 
connues. 

78. Lorsgn'iine question renferme autant de coàdi- 
tions distinctes qu'elle contient d*inconnue8 , chacune 
de ces conditions fournit une équation , dans laquelle 
il arrive souvent que lesinconnues sont mêlées entre elles, 
comme on Fa vu déjà sur des problèmes à deux incon- 
nues ; mais si ces inconnues ne sont qu'au premier degré , 
on peut, ainsi qu'on l'a fait dans les numéros précédens, 
prendre dans Vune des équations la valeur de l'une des 
inconnues , comme si tout le reste était connu , et sub^ 
stituer cette valeur dans toutes les autres équations, qui 
ne contiendront plus après cela que les autres inconnues. 

Cette opération , par laquelle on chasse une des incon- 
nues, se nomme élimination. Par son moyen, si Ton a trois 
équations à trois inconnues, on en déduira deux équations 
à deux inconnues, qu'on traitera comme on a fait ci^e»r 
sus; et ayant obtenu les valeurs des deux dernières incon- 
nues , on les substituera dansVexpression de la première . 

Si Ton a quatre équations à quatre inconnues , on en 
déduira en premier lieu trois équations à trois incon^ 
nues , qu'on traitera comme il vient d'être dit ; puis ayant 
trouvé les valeurs des trois inconnues , on les substituera 
dans l'expression de la première, et ainsi de suite. 

Voici pour exemple une question qui renferme trois 
inconnues et trois équations. 

79. On a acheté séparément les charges de trois voir- 
tures .• la première , qui contenait 3o mesures de seigle , 
ao d'orge et 10 de froment, a coûté aZo francs ; 

La seconde, qui contenait i5 mesures de seigle, 6 
â^orge et la defromeht, a coûté i3S francs ; 

La troisième, qui contenait 10 mesures de seigle , 5 
<Forge et 4 àe froment, a coûté jS francs^ 
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On demande a combien revïenJL la mesure de seigle, 
celle d'orge et celle de froment ? 
Soit X le prix de la mesure de seigle , 
y celui de la mesure d'orge \ 
z celui de la mesure de firoment. 

Pour remplir la première condition, on observera que 

3o mesures de seigle vaudront 3o x , 
ao mesures d'orge vaudront ^oy , 

1 o mesures de froment vaudront ioz\ 

et le tout devant faire â3o francs , on aura l'équation 
3o a? + ^^y + 10 a = fi3o : 
Pour la seconde condition , on aura 

i5 mesures de seigle qui vaudront i5 x, 

6 d'orge 6 y , 

12 de froment laz^ 

et par conséquent 

i5 0? -}- 6 y -f- 12 z = i38: 

Pour la tcoisième condition , on aura 

lo mesures de seigle qui vaudront lo :r , 

5 d'orge 5y, 

4 ^^ froment 4 ^ > 
et par conséquent 

10 a: -f- 5 j^ + 4 * = 75* 
La question proposée sera donc ramenée aux trois 
équations 

3ox + 2o^ + 102; = 23o , 
i5x-i- JSy + iQz=\3S, 

Avant d'en entreprendre la résolution , j'examine s'il 
n'est pas possible de les simplifier ^ en divisant par un 
même nombre les deux membres de quelqu'une (12) • et 
Je vois qu'on peut diviser tous les termes de la pre- 
mière par 10, et tous ceux de la seconde par 3 ; en 
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eiFectuant ces divisions , je n*ai plus à m'occuper ^e 
des équations 

10 X + 5^ -f- 4*^ = 75. 

Pouvant choisir Tune quelconque des inconnues pour 
en tirer la valeur , je prends celle de z dans la première 
équation , parce que cette inconnue n'ayant point de 
coeiiicient y sa valeur sera une quantité sans diviseur , 
ou entière ', il vient 

a = 23 — 3 aï — 2 y-. 

En mettant cette valeur dans la seconde et la troisième 
-équation y on les change en 

5 a: + 2^ + 92 — 12 a: — 8 y = 4^, 

10 uC + Sy 4- 92 — 12 a: — 8y =76; 

et réduisant leur premier membre , on trouve 

g2 — 7x — 6^ = 46, 
9& — - 2 X — 3 y = 75. 

Pour traiter ces équations , qui ne renferment plus 
<pie deux inconnues , je prends dans la première la va- 
leur de l'inconnue ^ ; j'obtiens 

9^-46-7^ '. _ 46-7^ 

y ^ ^^ y— g ' 

et par la substitution de cette valeur^ la seconde équa- 
tion devient 

92— 2 a:— 3x^— g^ = 75. 

Je pourrais £aire évanouir le dénominateur 6 par la mé- 
thode ordinaire y mais j'observe que ce dénominateur 
étant divisible par 3, peut se simplifier en eiFectuant sur la 

fraction g-^— , la multiplication par 3 , conformé- 

«neot s\u n** 54 de YJrithm. \ j'ai.par ce moyen 
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'46— 7x - 
•92— ax-^^i--— -^^ — = 75. 

En faisant alors disparaître le dénominateur a , je trouve 

184 — 4 ^-^46 +7 ^= i5o; 
k premier membre étant réduit , il vient 

i38 +3a;=;^ i5o,. 

d'où Ton conolat 

, . . .. / 

."•' i5o — 138 19 , 

os.=^ ■ g — ^^^y* ^^ ^ = 4' 

La substitution de cette Valeur dans l'expression de 
y donne 

46 — 7X4 46 — û8 18 - . 

y — G 6 6 ' ^ ' 

et par la substitution dès valeurs de a: et de ^ , dans 
l'expression de « , on obtient 

2=33— 3x4 — ax3=fl3— lô — 6, o^ z = 5. 
Il suit de là , que la medure de seigle valait 4 francs , 

celle d!orge 3 , 

celTe de froment 5. • 

Cet exemple , en même temps qu'il ofiVe Tapplica- 
tion de la méthode du numéro précédent , doit être 
remarqué pour les abréviations de calcul qu'on y a 
pratiquée^. 

80. Je vais résoudre encore le problème suivant. 

Un homme qui s'est chargé de transporter des vases 
de porcelaine , de trois grandeurs , a fait ce marché .• 
qu'il paierait autant par chaque vase qu'il casserait , 
qu'il recevrait pom ceux qu'il rendrait en bon état. 

On lui donne d'abord deux petits vasea , quatre 
moyens et neuf grands ; fl casse les moyens , rend 
tous ks autres en bon état , et reçoit une somme de 
a8 francs. 
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On bii donne ensuite sept petits vases y trois mciyei^ 
et cinq grands ; cette fois il rend les petits et les moyens , 
mais il casse ^ cinq grands y et il reçoit seulement 
3 francs. 

Enfin , on lui remet neuf petits vases, dix moyens 
et onze grands ; il casse tous ces derniers y et ne reçoit 
en conséquence que ^francs. 

On demande C8 qu'on a payé pour le transport d'un 
vase de chctque grandeur. 

Soit X le prix du transport d'un petit yase y 
y celui du transport d'un moyen y 
z celui du transport d*un gf^nd. 

. Il est visible que chaque somme que reçoit le porteur, 
est la différence , entre ce qui lui revient pour les vases 
qu'il rend en bon état^ et ce qu'il doit pour ceux qu'il a 
cassés ; d'après cette remarque y les trois conditions da 
problème fournissent respectivement les équations 

^x— 4y+ 9^5 = 28, 
JX+ Zy — 5z = 3, 
^x + ioy — nz = 4. 

La première de ces équations donne 

et par la stibstitntion de cette valeur , la deuxième et la 
troisième équation deviendront 

■ 

a5a+,36y_8iz , • 
^ f-iojf— iia = 4. • 

Faisant disparaître les dénominateurs , on aura 

i96 + a8jr_G3z+ 6^— ioz = 6, 
n5xi -}- 36 j^ — . 8i » + 20 y *• 2a z = 8 ; 
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véduiiant le premier membre , on obtiendra 

196 -f^ 34 y — 73 « = 6 , 
a5a + 56^ — iû3 e == 8 ; 

prenant la valeur de y dand la première de ces équa^ 

tiûns , on amra 

^_y gg— 190 

Par cette yalem* , la seocnde deyient ' - 

ii5a+56.xZ^^~^- io3c = 8; 

34 

«tant délivrée du dénl^mînateur 34 , elle se change en 

34X a5a+5Sx 73»— 56X190— 34Xio3z=34xS 

ou ea 

8568 + 4088 z — 10640 — 35o2 z = 272. 

La réduction du premier membre de ce résultat con- 
duit à 

586 z — 0073 = 073 , 

àoà Ton tire 

»344 . 

586 • * ^• 

En remontant de la valeur de 2 à celle dey , on aura 

23x4^-190 «20-130 loa g 

" 34 34 34' -^ ' 

et avec ces deux valeurs , on trouvera 

^ ^ ..8+4x3-^X4 ^ «8+io-^6 _4 ^^^^^^ 
a a- a 

On a donc payé a fr. pour le transport d'un petit vase, 

5 pour celui d'un moyen, 
4 pour celui d*un grand. 

Cet exemple suffit pour montrer comment il faut s y 
prendre dans tous les autres cas. 



&Vlf. • 
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81. Il arrive fiouyent que tontes les Licoanîies n*en- 
trent pas à la fojs dans toutes les équdtions ; cette cir- 
constance ne change pas la méthode : il suiGt de biea 
examiner la liaison des inconnues pour passer des unes 
aux autres. 

Soient pour exemple les quatre équations 

3 u — ay = a, 
a a: +3^ = 39, 
5 Jî — 7 a = 11 , 
4jr +3a = 4i, 

renfermant les inconnues u^ x,yetz. 

Avec un peu d^atteôtion, on yoitqa*en prenant dans 
la seconde équation la valeur de a?, pour la substituer 
dans la troisième, le résultat contenant alors^ etc^ fera, 
par sa combinaison avec la quatrième équation, connaître 
ces deux quantités; puis avec la valeur dey, on aura celles 
de u et de x, par le moyen de la première et de la seconde 
équation. En opérant ainsi , on fera le calcul suivant i 

a 

ou 196 — i5y — i4z = aa, 

ou i5y+ i4zz=z lyZ (67). 

Les deux équations 

iSy+ 143 = 173, 

4y+ 3*= 41, 

étant résolues , donneront 

y=5, a=7; 
et par ces valeurs, on aura 



D 
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3.q— 3x5 39 — i5 _ s4 
2 . â 22 



ou X= 13, 



â + ay ia + 10 la ., 

les nombres cherchés sont donc 

4, ifl, 5 et 7. 

82. La méthode que je viens d'exposer 8'appliqu,e- 
rait aux .équations littérales, dé même qu'aux équa- 
tions numériques ; mais la multitude des lettres qu'il 
faudrait employer pour représenter généralement les 
données , lorsque le nombre des équations et des incon- 
mtes surpasse a , a engagé les algébristes à chercher 
une manière de les exprimer plus simplement. Je la 
ferai connaître dans l'article suivant; mais afin dé four- 
nir au lecteur l'occasion de s'exercer à mettre les pro- 
'blèmes en équation et à lesrésoudre , f ai réuni ci-dessous 
une suite d'énoncés , et j'ai indiqué à la fin de chacun 
V les résultats qu'on doit trouver. 

1 °. Vît père étantinterrogé sur l'âge de sonjils^ répond: 
si du double de l'âge qu'il a maintenant vous retranchez 
k triple de celui qu'il avait il y a six ans , vous aurez son 
âge actuel; 

Réponse : L'enfant avait 9 ans. 

a®. Diophante, l'auteur du plus ancien livre d* Algèbre 
qui nous reste , passa dans Venfance le sixième du 
temps qu'il vécut, un douzième dans U adolescence y 
' ensuite il se maria, et passa dans cette itnion le septième 
de sa vie, augmenté de cinq ans , avant d'avoir unjils 
duquel il survécut de quatre cuis , et qui n'atteignit que la 
moitié de l'âge où son père est parvenu; quel âge avait 
Diophante, lorsqu'il mourut ? 

Réponse : 84 cins. ^ 

3°. Un marchand prélève touslesans'surles fonds qu'il 
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œ^ns k commerce , une sùmme de xooo ftancs pour la 
dépense de son ménage; cependant chaque année son bien 
augrnente du tiers de ce qui reste, et au bout de trois 
ans se trouve doublé; combien avait4lau commencement 
de la première année ? 

Réponse : i^&oofrajics. 

4^. Un marchanda deux espèces de thé, la première 
à \J^ francs le kilogramme y la deuxième d 18 francs ; 
combien doit-il prendre de chacune pour en former une 
caisse de 100 kilogrammes qui vaille 16S0 francs? 

Réponse : SokHog, de la première etjodela seconde. 

5^. On a rempli en 12 minutes un vase contenant ^ 
litres d'eau, en faisant couler successivement deux Jhn^ 
taines, dont V une fournissait ^litres par mmute et /'ou- 
treZ; on demande pendant combien de minutes chqq^0' 
fontaine a coulé ? 

Réponse : La première 3 minutes , et la seconde 9^. 

6^. Urie montre marquant midi , F aiguille des minutes 
se trouve sur celle des heures ; on demande quel est le 
point du cadran où se fera la prochaine rencontre des 
aiguilles ? 

Réponse : Lorsqu'il sera i heure 5 minutes et yj. 

Obs.. Ce problème se rapporte à celui du n° 65. 

'f. Un homme rencontrant des pauvres, veut donner 25 
centimes à chacun , mais en comptant sa monnaie , il 
s'aperçoit qu'il lui manque pour cela 10 centimes, alors il 
ne donne que flo centimes à chaque pauvre et il lui reste 
fl5 centimes; on demande combien cet homme avait de 
monnaie , et quel était le nombre des pauvres? 

Réponse : // avait 1 franc 65 centime, et les pauvres 
étaient au nombre de 7. 

8^. Trois frères ont acheté un bien pour 5oooo francs ;^ 
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il manque aupremier pour payer d lui seul cette acquisi^ 
tion, la moitié de l'argent qu'a le second; celui-ci paie-- 
rait l'acquisition à lui seul, si F on ajoutait à ce qu'il 
possède le tiers de ce qu'a le premier ; enfin le troisième 
aurait besoin pour faire ce même paiement, de joindre 
à ce qu'il a, le quart de ce que possède le premier ; com-- 
bien chacun a-t-il d'argent ? 

Rép. Le premier a Zoooofr, , le deuxième 4oooo , et 
le troisième 4^500. 

9**. Après unepartie, trois joueurs comptent leur argent^ 
un seul ayant perdu, les deux autres ont gagné chacun 
une somme égale à celle qu'ils ont mise au jeu ; après 
une seconde partie , l'un des joueurs qui avait gagné dans 
la précédente perd, et les deux cadres gagnent chacun 
une somme égale à celle qu'ils as/aient en commençant la 
seconde partie ; à une troisième partie , le joueur qui 
jusque-là asmit gagné, perd, avec dgicundes deux autres 
une somme égale à celle qu'ils avaient en comTnençant 
cette dernière partie , et alors les trois joueurs sortent 
avec isio francs chacun; combien avàient^ils en entrant 
au jeu ? 

Rép. delui qui a perdu à^a i*^ partie avait 1^5 francs , 
celui qui a perdu à la q^ i o5 , 

celui qui a perdu àlaZ^ 6o. 

Formules, générales pour la résolution des équations 

du premier degré. 

83: Pour obvier àrinconvénient que j*ai fait remarquer 
au commencement du numéro précédent, on a imaginé 
de représenter par la même lettre tous les coeiliciens 
d'une même inconnue , mais de les distinguer en les af- 
fectant d*un ou de plusieurs accens , suiyant le nombre 
des équations. 
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Le& équations générales àdenxinconnuess* écrivent ainsi: 

a X + b y:=ic^ 

Iju coefficiens de]*inconnue x sont représentés tous deux 
par a , ceux de^ par b ; mais l'accent que portent les 
lettres de la seconde équation , fait voir qu'on ne les 
regarde pas comme ayant la même valeur que leurs cor- 
respondantes dans la prenûère. Ainsi cf est une quan— 
tité différente de a, b^ une quantité différente de 6. 

Lorsqu'il y a trois équations , on les écrit ainsi : 

a x + b y-j'C z = df 

a!'x+by+€rz=ie'. 

Tous les coefficiens de l'inconnue x sont désignés par la 
lettre a y ceux de^ par& , ceux de z par c ; mais chaque 
lettre porte des accens différens qui marquent qu'elle 
appartient àdiverses^antités. Ainsi a, ^» ^, sont trois 
quantités différentes ^ et de même des autres. 

Suivant cette marche , s'il y avait quatre inconnues et 
quatre équations , on les écrirait ainsi : 

o X ^b y -^ c z + d u = e, 

al'x + Vy + c'z + d''u, = e\ 
(fx + Vy + t^z + ^u = e*. 

84. Afin de simplifier les calculs , en évitant lesirac- 
tions , on modifie ainsi le procédé de l'ulimination : 

Soient les équations 

a X -f- by = c, 

i^x + by=c\ 

il est évident que sî l'une des inconnues , x , par exem- 
ple , avait le même coefficient dans les deux équations , 
û suffirait de les retrancher Tune de l'autre , pom* fairQ 
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disparaître cette inconnue. Cela 8*aperçoit tout de, suite 
sur les éijuations 

lo a: + 11 j^ = 27, 
10 X -f- ^y :=: i5, 
qui donnent . • 

\iy — gy = s7 — 15, ou ajf = iâ, ouj^ = 6. 

Il e]9t visible au^si qu'on peut rendre immédiatement^ 
les cc^efBciens de x égaux dans les équations 

a! X -^ b' y ^sz: c\ 

en multipliant les deux membres de la première par a' 
coefficient de x dans la seconde, et les deux membres de 
la seconde par a, coefficient de x dans la première ; 041 
o^@nt ainsi , 

adx^'dhy'=:olcy 
ad X ^ a b'y =ia (/• 

Retranchant ensuite la première de celles-ci de la se- 
conde , Tinconnue x disparaîtra ; on aura seulement 

(ai' — d b^y:=^ac — d c, 

équation qui ne contient plus que l'inconnue j^ ; et Ton 
en déduira 



a c' — c d 



y~ab'—bd' 

Le procédé que je viens d'employer peut toujours 
s'appliquer aux équations du premier degré», pour en 
chasser Tune quelconque des inconnues. 

En éliminant de même l'inconnue^, on aurait la 
valeur de x. 

Si Ton applique ce procédé aux trois équations renfer- 
mant x^ y et z y on pourra d'abord éliminer x entre la 
première et la seconde, puis entre la première et la troi- 
;iième ; on parviendra ainsi à deux équations , qui ne 



i 
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renfermeront phis que j^ et z , et entre lesquelles on 
éliminera ensuite j^. 

Si Ton elTectue le calcul , l'équation en s , à laquelle 
on parviendra , aura un facteur commun à tous ses 
termes, et ne sera par conséquent pas la plus simple que 
Ton puisse obtenir. 

85. Bézout a donné une méthode fort simple pour 
éliminer à la fois toutes les inconnues hors une, et par la— 
quelle on ramène immédiatement la question à des équa- 
tions qui contiennent une inconnue de moins que les 
proposées. Quoique ce procédé ne soit nécessaire que 
lorsqu'il s'agit des équations à trois inconnues, je com- 
mencerai par l'appliquer à celles qui n'en contiennent 
que deux , afin d'embrasser le sujet en entier. 

Soient les deux équations 

a X + by t=z c, 
afx + *'/= (/ : 

en multipliant la première par une quantité m , qui soit 
indéterminée , il viendra 

a 771 X -|- 6 mj^ = c m; 

et retranchant de ce résultat l'équation 

^x+yy = (/, ^ 

on aura 

a77ij: — o'x-f-fr ^y — b'y =icm — (f, 
* ou (a 771 — a') a: +(6771 — U)y:=.om — c'. 

' Puisque rien ne détermine la quantité 771, on peut 
supposer qu'elle soit telle , que b m = l/. Dans ce 
cas , le terme multiplié par jr disparaissant , on a 

0771—0/^ 

am — a 
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tn^ à cause de .5 m = &' , il rétiihe , 

m=y: 



donc 



y 



c. ^, 



Au lieu de siapposer bmr=:b', si Ton fait am=ra\ 
le terme affecté de :i: s'évanouira, et il viendra 

c m — c 
y — bm—V' 

Lia valeur de m ne sera plus la même que tout-à-l'heure ; 

car on aura " * 

a' 
m == — : 
a 

et en substituant dans Texpressionde jr, on trouvera 

y — hal—ab'' 

En changeant les signes du numérateur et du dénomina- 
teur de cette valeur (67), son dénominateur sera le même 
que celui de x , puisqu'on aura 

ad — ca! 



'^~aV—bd' 
86. Soient maintenant les trois équations 

aa; + 3jf + cz = d, 
dx + Vy -f- dz = cT, 

• a"x + b"y + dz = à!' : 

Tanalogie icqnduira aisément à multiplier la pre-» 
raière et la seconde par deux quantités.iiïdtéterminées m 
et 71) à lés ajoute^ ensemble, et à en retrancher la troi- 
sième ; car par ce moyen elles seront jemployées toutes 
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en même temps, et leadetix nouveHeytpiaiitîtés m et n ^ 
doDt il est permis de disposer à volonté , pourront être 
déterminées de manière à faire dispar^tre en même 
temps du résultat deux des inconnues^ En opémxt 
ainsi , et réunissant les termes qui multiplient une même 
inconnue , on «ma 

(am+tf'ii— a")^+(W+^'n-^ Jy+ (cm-f c/n— </' )« 

Si Ton veut faire disparmtre x ety, il fatxdra poser pour 
cela les équations 

û m -f- a' 71 1= ûf, 
bm + V nzzzb"^ 

et alors il viendra 

cm-^d n — d*' 

Des deux équations dans lesquelles, m et n sont les in- 
connues , il est facile de déduire la valeur de ces quan- 
tités au moyen des résultats obtenus dans le numéro pré- 
cédent; qar il suffit de changer dans ceux-ci x en zt^,^ en n» 
et d*éciire au lieu des lettres \ 



ce qui donnera 



_ d'V—h"d 
'^ — a y— bel' 
aV—bj^ 
'' ay—bd' 



n 



Substituant ces valeurs dans celle à&z^ et réduisant tons 
les termes an même dénominateur , on trouvera 



* ~ cC^'a"— i:'6'')+c'(a b'—b d'\—d\a b'—b a )' 
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Si Ton avait fait évanouir les termes affectés de x et de 
z , on aurait eu^ j les lettres m et n auraient dépendu 
des deux équations 

' et en opérant comme ci-dessus, on aurait trouvé 



y~b {c'a!'--<^c'') + y {a c"—c a'^^4f\a c'—c a! )' 



£n&n , en posant les équations 

on ferait disparaître les termes multipliés par jr et par z 5 
et il viendrait 



X 



— a{db"—Vc") + a\b d'—c b")—a\b d—c U ) ' 



En développant ces valeurs de manière à rendre leurs 
termes alternativement positif s et négatifs, et changeant 
en même temps les signes du numérateur et ceux du dé- 
nominateur, dans la première et dans la troisième , o!i 
pourra leur donner les formes suivantes : 

aVâ!'— a éCb" + ddb"— h dà!' + b d'à"— d Ua" 
^—ab' d'— adV'+c db"— b a! d' + b da"— c b' a"'. ' 

_ fl d'd'— a dd" + c à:d"—d d d' + d da"— c d' a" 
y —a b'd'— a db" +c d b"— b dd' + b dd'— c b' d ' 

_ d Vd'— d db" + c db"— b dd' + b dd"— c Ud" - 
^ ~'a b'd'— a db" + c db"-^ b dd' + b dd— c b'd * 

87. Soient les quatre équatioîis 

a X -i- b y -\- c z-f-J u z=z e , 
d X -{- b' y -f" «' 2i -f- d' u z= e', 
d'x + b"y + d'z + d"u = d', 
d'x + b'^'y + d'z + dl^u =6*^; 

Elém. d'Algèbre, 14® édition. 9 
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on multipliera la première par m y la seconde paï n , 
la troisième par p , on ajoutera les produits , et en re- 
tranchant ensuite la quatrième , on trouvera 

(am + an + a"p —d^x + (bm^Vn + b"p — V^y 
J^\cm^dn + c''p'-'(r^z+{dm + in'\'d''p'^(t')u 

=zem +c'/i -f- e" p — c*^. 

Pour avoir u, on posera 

am + a'n + ay^a", 
bm+l/n+by = b'', 
<:m+ c'n+c'p = d', 
et il viendra 

eTn-f-e'/i-l- e'^p— e* 

Le cas de quatre inconnues est donc ramené à celui dé 
trois , au moyen des équations précédentes qui détermi- 
nent les facteurs m, n, p. Il faut remarquer que les lettres 
c2et e^ n entrant point dans ces équations^ n'entreront pas 
non plus dans les valeurs de m, n, p, et qu'il suit de là 
que le numérateur de l'expression de u se conclut du 
dénominateur en changeant les i^qui sont les coefficiens 
de cette inconnue, dans les ^ correspondons, qui sont les 
termes tout connus des équations proposées. 

Cette loi , qu'on aurait déjà pu apercevoir dans les 
n^* 85 et 86 , s'étend à toutes les inconnues , eu quelque 
nombre qu'elles soient. Quant à leur numérateur, fob- 
servation des résultats obtenus précédemment^ fournit 
le moyen de tes retrouver sans calcul. 

88. Pour remonter au premier anneau de la chaîne^ 
)e prends l'équation à une inconnue ax=b\ j'en tire 

.6 
a: = -, 

où Von voit que le numérateur est le terme tout connu b, 
et le dénominateur, le coelHcienta de l'inconnue. 
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Les deux équations - 

ax + byz=zc, a! x -^ Vy:=z d , 

ont conduit à 

cV — b d ad — ca! 

^—aV — ba!' y ~ aV — bd' 

le dénominateur se compose encore des lettres a, a', 
b,b', qui multiplient les inconnues : on écrit d'abord 
la lettre a à côté de la lettre b , ce qui donne ab ; on 
échange ensuite a et & entre eux pour avoir ba, et en 
affectant cet arrangement du signe — , il vient a& — ba ; 
on met enfin un accent à la seconde lettre de chaque terme : 
voilà le dénominateur ai' — ba! formé. 

Cela fait, pour former le numérateur de x, on change, 
d'après la remarque qui termine le n° précédent, les a 
en c , et les 6 en c pour celui dey ; de cette manière , on 
trouve queTun est c^ — b dy et Tautre ac — ca'. 

Il faut un peu plus d'attention pour reconnaître la 
formation du dénominateur des équations à trois in- 
connues. Cependant , puisque dans le cas des deux 
inconnues , le dénominateur présente tous les arrange- 
mens possibles des deux lettres a et 6 qui multiplient ces 
inconnues, il est naturel de penser que lorsqu'il y a trois 
inconnues, leur dénominateur doit renfermer tous les ar- 
rangemens des trois lettres a, 6 , c • et pour former ces 
arrangemens avec ordre , çn s'y prend de la manière 

suivante. 

# 

On forme d'abord les arrangemens ai — Jades deux 
lettres a et i ; à la suite du premier a b, on écrit la troi- 
sième lettre c , ce- qui donne a Z^ c ; et faisant passer cette 
lettre partoutes les places, avec l'attention de changer le 
signe chaque fois , et de ne pas troubler l'ordre respectif 
de a et de i , il en résulte . 

abc — ac b-j-c ab. 
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Opérant de même sur le second arrangement de deux 
lettres — J a , îl vient 

— 6ac-4-ica — cba ; 

réunissant ces produits aux trois précédens, puis mar- 
quant la seconde lettre d'un accent et la troisième de 
deux y on trouve 

résultat conforme à celui que présentent les formules 
obtenues immédiatement. 

Ilest facile de conclure de là, que pour former le dé- 
nominateur dans le cas de quatre inconnues , il faudrait 
introduire la lettre d dans chacun des six produits 

abc'-^acb'^cab'-^bac'\'bca^'cbay 

et lui faire occuper successivement toutes les places ; le 
produit abc, p^r exemple, donnerait les quatre suivans : 

abcd'^abdc'^adbc-^dabc. 

En opérant de même sur les cinq autres produits de 
trois lettres, le résultat total aurait vingt-quatre termes, 
dans chacun desquels la seconde lettre porterait tin ac- 
cent, la troisième deux, et la quatrième trois (*). 

89. Pour faire servir ces formules à la résolution des ^ 
équations numériques, il faudra comparer terme à terme, 
tes équations proposées, avec les équations générales des 
numéros précédens. 

Pour résoudre, par exemple, les trois équations 



(*) M. Laplace , dans la seconde partie des Mémoires de FAcade- 
niie des Sciences poui 1^3 , page 394 > a démontre' à priori ces 
règles. Voyez aassi les Annales de Mathématiques pures et ap" 
pliquéeSf par M. Gcrgonne, T. FV , page 148, et T. XII, p 38 1. 
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7x + 5j^ + 2^ = 7.9» 

X + 4^ + 5 a = 55 , t 

U faudra les comparer ^ terme à terme ^ avec celles 
du n^ 86 ^ ce qai donaera 

o r= 7, i = 5, c = a, £i = 79, 

a'^izs 1, 6«=:4, c*= 5, d^= 55. 

Substituant ces valeurs dans les expressions générales des 
inconnues x,y et z^et effectuant les opérations indi- 
^uées, on trouvera 

Il est important de remarquer que les mêmes expres- 
sions serviraient encore , quand les équations proposée» 
n'auraient pas tous leurs termes aifeetés du signe -f* , 
comme semblent le supposer les équationsgénéraïesdont 
ces expres3h>ns sont déduites. Soient, pour exemple ^ 

Sx — gy-l- Sz = ji, 

— ^5 X -f- 4^^ + û « = — rfo, 

11 a?"— 7^ — 62^=37; 

il faudra , en comparant lés termes de ces équations à 
leurs correspondans dans les équations générales, avoir 
égard aux signes, ce qui doçnera' 

a = + 3, fc = - 9, c = + 8, rf = + 41 . 
a'=— 5, 6'=;: + 4, £/=:+3,d' = — ao, 
a"= + 11, M=- 7, c'=^6, rf«— + 37, 

et ensuite déterminer, conformément aux règles du nu- 
méro 3 1 , le signe que doit prendre chaque terme des ex- 
pressions générales de x^^, z , d'après les signes des fac- 
teurs dont il est composé. On trouvera d'abord que le 
premier terme du dénominateur commun , qui est a b' c'\ . 
devônaht ■f3x+4X-^6, change de. signe, e\ pro- 
4uit — 72; et en faisant la même chose pouf lea 
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autres ternies , tant des numérateurs que des dénomi- 
nateurs, prenant, d*une part^ la somme de ceux qui sont 
positifs, et de Tautre, celle de ceux qui sont négatifs^ 
on obtiendra 

Û774 — îî834 *-6o , 

592 — 633 — ^3o ' 

3o22— 2932 _ +90 _ _ g 
^ 592 — 632 , — 3o ' 

_ 3859— 3882 _'^-3o _ 
^92 — 623 — 3o 

Des équations du second degré à une seule inconnue. 

90. Dans les équations que j*ai traitées jusqu'ici, les 
inconnues ne montaient qu*à la première puissance, 
ou n'étaient point multipliées entre elles : ces équations 
n'étaient que du premier degré; mais si Ton sô propo- 
sait seulement la question suivante : Trouver un nombre 
tel, qu* étant multiplié par son quintuple , le produit soit 
égal à 1 25 , en désignant ce nombre par x , son quin- 
tuple serait 5x , et on aurait 

5 07* = 125. 

• * 

Cette équation est du second degré , parce qu'elle ren- 
ferme X* , ou la seconde puissance de l'inconnue. Si l'on 
dégage cette seconde puissance de son coelHcient 5 ,• on 
obtiendra 

135 

a^=—=-j ou a7*=:25. 
5 

On ne sauraitici conclure l'inconnue x coinme dans le 
numéro 11 , et laquestion proposée est seulement rame- 
née à trouver un nombre qui , multiplié par lui-même , 
donne 25. Avec un peu d'attention , on reconnaît que ce 
nombre est 5; mais il arriverarementque l'on puisse de- 
viner ainsi la solution cherchée ; on est donc conduit 
a cette nouveDe question numérique : trouver un nom^ 
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hre qui, multiplié par lui-même , donne un produit égal 
à un nombre proposé , ou , ce qui est la même chose, re- 
venir de la seconde puissance au nombre qui Ta produite, 
et qu'on appelle sa racine quarrée. Je vais m'occuper 
d'abord de cette question , parce que la solution ser- 
vira pour déterminer les inconnues dans toutes les équa« 
tions du second degré. 

gi . La méthode qu'il faut employer pour trouver ou 
extrairelsL racine des nombres^ suppose que l'on connaisse 
la seconde puissance de ceux qui sont exprimés par un 
seul chiffre ; voici donc les neuf premiei^ nombres avec 
leur secondé puissance écrite au-dessous de chacun : 

1 23456789 
1 4 9 16 a5 36 49 64 81- 

On voit par cette tablé que la seconde puissance, 
d'un nombre exprimé par un seul chiffre, n'en contient 
pas plus de deux : lo, qui est le plus petit des nombres 
exprimés par deux chiffres , en a trois à son qparré, 1 qo. 
Pour se préparer à décomposer la seconde puissance 
d'un nombre exprimé par deux chiffres, il faut en étudier 
d'abord la formation; et pour cela, je vais chercher com- 
ment chaque partie du nombre 47> P^r exemple, con- 
court à la production du quarré de ce nombre. 

On peut décomposer 47 ©n- 40 + 7, ou en 4 dixaines 
et 7 unités ; en représentant par a les dixaines du nonv- 
bre proposé, et par b. ses unités , sa seconde puissance* 
sera exprimée par . 

c'est-à-dire qu'elle/ contiendra trois parties , savoir : lé 
quarré des dixaines , deux fois le produit des dixaines 
par les unités , et lé quarré des unités. Dans Texemple, 
que j'ai choisi , a = 4 dixaines ou 4o unités , et i =7^ 






j 
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on aiira 

a*= iGoo 
z ab= 56o 

*•= 49 



Total, a* + Q a i+ A* =.3309 = 47 X 47. 

Pour revenir maintenant dn nombre âaog à sa racine 
47, on observera d'abord que le qnarré des dixaines , 
1 600 , n'a point de chiffre significatif d'un ordre inférieur 
aux centaines , et qu'il est le plus grand quarré que 
puissent contenir les âa centaines de 220g; car 22 
tombe entre iG et fi5, c'est-à-dire entre le quarré de 4 
et celui de 5 1 comme 47 tombe entre 4 dixaines ou 40 ; 
et 5 dixaines ou 5o. 

Si dono on cbercUé .le plus grand quarré contenu d^ns 
22^ on trouvera i6j^ontlaTacine4 exprimera lesdixaines 
de celle de 2209 : retranchant ensuite 16 centaines 
ou 1600, de 2209, le reste 609 contiendra encore le 
double produit des dixaines par les unités , 56o , et le 
quarré des unités^ 49* Mais le double produit des dixaines 
par les unités, n'ayant point de chiffres d'un ordre 
inlerienr aux dixaines , doit se trouver dans' les deux 
premiers chiffres 60 dû reste 609, qui contiendront ea 
outre les dixaines provenues du quarré des unités. Ce- 
pendant, si Ton divise 60 parle double des dixaines 8, on 
aura , en négligeant le reste , un quotient 7 égal aux 
unités cherchées. Multipliant ensuite par 7 le nombre 8 , 
considéré comme des dixaines , on formera le double du 
produit des dixaines par les unités , 5Go, et le retranchant 
du reste total G09 , on obtiendra une différence 49 > ^^ 
doit être, et qui est en effet le quarré des unités. 

m 

I/opération que je viens de raisonner se dispo^t* 
ainsi : 



s"'-. 
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23,09 I 47 



E. 



iSy 



16 



i.87 



60,9 
6o_i 



00 o 



On écrit le nombre proposé comme s'il s'agissait de le 
diviser par un autre , et on destina à la racine la place 
que devrait occuper le diviseur.^ Ensuite on sépare par 
une virgule les uniti^ et les dixaines , pour ne consi- 
dérer que les deux premiers chifires sur la gauche , qui 
doivent contenir le quatre des dixaines de la racine. On 
cherche le plus grand quarré 16, contenu dans ces deux 
chiffres ; on en porte la racine 4 ^ 1^ place qui lui est 
affectée, et on retranche 16 de sa. A côté du reste 6, 
on abaisse les deux autres chifires , 09 , du nombre pro- 
posé ; on sépare le dernier qui n'entre point dans le 
double produit des dixaines par les unités , on divise la 
partie restante à gauche par 8> double, des dixaines de 
la racine , ce qui donne pour quotient les unités 7 ; et 
pour former tout d*un coup les deux dernières parties . 
du quarré que doit contenir 609 , on écrit 7 à côté 
de 8 , d'où résulte le nombre 87 , égal au double des 
dixaines plus les imités , ou à a a -f- i, et qui , étant mul- 
tiplié par 7 pu par fc, reproduit 609 = aai + i*, ou le 
double produit des dixaines par les unités , plus le quarré 
des unités : faisant la soustraction il ne reste rien ; et 
l'opération achevée prouve que 4? est la racine quai'rée 
de 2209. 

Soit encore à extraire la racine quai'rée de 324 ; Je 
dispose l'opération comme il suit ; . 



3,24 

1 
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22,4 
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et, d'après ce qui vient d'être dit, je trouve i pour les 
dixaines de la racine ; ces dixaines étant doublées , me 
donnent le nombre a , par lequel il faut diviser les deux 
premiers chiffres sa du reste. Or aa contient a oûze 
fois , et non-seulement on ne peut avoir à la racine , ni 
plus de lo, ni lo, mais g lui-même serait encore trop 
fort dans le cas actuel ; car en écrivant 9 à côté de a, et 
multipliant 29- par 9 f comme le prescrit la règle , on 
aurait pour résultat 361 , qu'on ne saurait retrancher 
de aa4- On ne doit donc regarder 1^ division de aa par a, 
que comme un moyen approximatif de trouver les unités , 
et il faut diminuer le quotient obtenu, jusqu'à ce (pi*on 
parvienne à un produit qui ne surpasse point le reste 
aa4 , condition que remplit le nombre 8 , puisque 
8 X a8 = aa4 ; donc la racine cherchée est 18. 

En formant les trois parties du quarré de 18 , on 
trouve a* =100 

aaft = i6o 

Total, 334=18x18, 

et on voit que les 6 dixûnes que contient le quarré des 
unités étant réunies à 160, double produit des dixaines 
par les unités , altèrent ce produit , de manière que la 
division par le double des dixaines ne peut plus donner 
les unités seules. 

93. L'extraction de la racine quarrée d'un nombre 
composé de trois ou de quatre chiffres, ne saurait arfêter, 
d*après ce qui p^cède ; mais il faut encore quelques dé- 
tails pour mettre le lecteur en état d'extraire la racine 
d'un nombre exprimé par autant déchiffres qu pn voudra, 
et on va les voir naître des principes déjà posés. 

Tout nombre au-dessous de ico n'aura que quatre 
chiffres à son quarré, puisque celui de 100 est 10000 
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ou lé plus petit nombre exprimé par cinq chiffres. Cela 
posé , pour examiner laformation du quarré d'un nombre 
au-dessus de loô, de ^jZ, par exemple , on pourra dé- 
composer ce nombre en 470-f-3 , ou 47 dixaines , plus 
3 unités -, et pour déduire son quarré de la formule 

on fera a =4? dixaines =470 unités, 6 = 3 unités , 
doù 

d^ = ûûogoo 
Q a b =1 2820 

b^= Q • 



Total , 2 23729 = 473 X 473» 

On voit dans cet exemple que le quarré des dixaines n'a 
, point de chiffres significatifs d'un ordre inférieur aux 
centaines , et cela doit être en général , puisque des 
dixaines multipliées par des dixaines, produisent tou- 
>Qursde9 centaines {Arith, Zq). ' 

C*est donc dans la partie 2ia37 ^^ reste sur la gauche 
du nombre^ proposé, après qu'on en a séparé les dixaines 
et les miitép , qu'il faut chercher le quarré des dixaines ; 
et comme 478 tombe entre 4? dixaines, ou 47^9 et 48 
dlixaines , OW 4^o , 2237 doit tomber entre le quarré 
de 4^ et celui de 48 , d'où il suit que le plus grand 
quarré contenu dans 2237 , sera celui de 4? > ^^ ^^s 
dixaines de la racine. Il est évident que pour retrouver 
ces dixaines, il faut opérer comme si Ton voulait extraire ' 
la racine quarrée de 2237; mais au heu d'arriver à un 
résultat exact , on trouvera un reste contenant les cen- 
taines formées par le double produit des 47 dixaines 
multipliées par les unités. 

Pour effectuer le calcul, on dispose l'opération comme 
on le voit ici : 
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aa,57,fl9] 475 



16 
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On sépare d'abord les deux derniers cbifFres 29, et pour 
extraire la racine du nombre aa37 restant sur la gauche , 
on sépare encore les deux derniers chiffres 37 de ce 
nombre ; de cette manière, le nombre proposé est par- 
tagé en tranches de deux chiffres , en allant de droite i 
gauche. On opère sur les deux premières tranches comme 
on Ta fait dans le numéro précédent sur le nombre 22^03, 
ce qui donne les deux premiers chiffres 47 de la racine ; 
mais on trouve un reste 28, lequel» joint aux deux chif;- 
fres 29 de la dernière tranche , renferme le double du 
produit des 4/ dixaines par les unités , et le quarré des 
unités. On sépare le chiffre 9, qui ne peut fiAre partie Ai 
double produit des dixaines par les unités , et on dKise 
283 par 94, double des 47 dixaines ; écrivant le quotient 
3 à côté de 94 > ^^ multipliant 943 par 3 , il Tient 0829 , 
nombre précisément égal au dernier reste, et Topéraboo 
est terminée. 

93. Pour montrer comment il faut opérer sur un 
nombre quelconque , je vais extraire la racine de 
22391824- Queue que soit cette racine , on peut 
toujours la concevoir décomposée en dixaines et en 
unités , comme dans les exemples précédens. Le quarré 
des dixaines rfayant aucun chiffre significatif d'un 
ordre inférieur aux centaines , les deux derniers 
cliiffres 24 ne pourront y entrer ; on les sépvera 
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donc, et la question sera ramenée d'abord à cher- 
cher le plus grand quarré contenu dans la partie 
5233918 , restante à gauchel Cette partie étant com- 
posée de plus de deux chiffres , il en faut conclure 
que le nombre qui exprime les dixaines de la ra- 
cine cherchée , en* a plus d*un ; il peut donc être dé- 
composé à son tour en dixaines et en unités. Le 
quarré de ces dixaines n'entrant point dans les deux 
derniers chiffres 18 de la partie ûaS^iS, c'est dans 
les chiffres aaSg restant à gauche , qu'il faudra le cher- 
cher ; et puisque qqSq a encore plus de deux chiffres , 
le quarré qu'il doit contenir en renfermera au moins 
deux à sa raëine ; le nombre qui exprime les dixaines 
que l'on cherche , aura donc plus d'un chiffre : c'est 
donc enfin dans 22 qu'il faudra chercher le quarré de 
celui qui représente les unités de l'ordre le plus élevé 
de la racine demandée. Par cette suite de raisonne- 
mens, qu'on peut pousser aussi loin qu'on voudra, le 
nombre proposé se trouvera partagé en tranches de 
deux chiffres en allant de droite à gauche ; il est bon 
néanmoins d'être prévenu que la dernière tranche à 
gauche pourra ne contenir qu'un seul chiffre. 

Le nombre proposé étant ainsi partagé en tranches, 
et disposé comme on le voit ici , on opère sur les trois 
premières tranches comme 522,39,18 zA 
dans l'exemple du numéro 
précédent; et lorsqu'on a 
trouvé les trois premiers 
chiffres 473, à côté du reste 
1 89 , on abaisse la quatrième 
tranche 24, et on considère 
le nombre 18924, comme 
contenantle double produit 
des 473 dixaines trouvées 
par les unités cherchées, 
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plas le quarré de ces unités. On sépare le dernier chiflfre 
4 ; on di\ise ceux qui restent à gauche par g4^, double 
de 47^ , ^^ on fait ensuite la vériEcation du quotient s , 
comme dans les opérations précédentes. 

L'opération se termine là dans cet exemple ; mais il 
est aisé de voir que s*il y avait ime tranche de plus , les 
quatre chiffres trouvés 4?^^ > exprimeraient les dixaines 
d'une racine dont on chercherait les unités^ et que par 
conséquent il faudrait diviser le reste qu'il y aurait 
alors , plus le premier chiffre de la tranche suivante , 
par le double de ces dixaines , et ainsi de suite pour 
chacune des tranches à abaisser successivement. 

94. S'il arrivait qu'après avoir abaissé une tranche , 
le reste , joint au premier chiffre de cette tranche , 
ne contînt point le double des chiffres trouvés, il fau- 
drait poser o à la racine ; car, alors , la racine n'aurait 
point d'unités de cet ordre : on abaisserait ensuite la 
tranche suivante pour continuer l'opération comme à 



l'ordinaire. L'exemple ci- 4Qi4^909 



7o3 



i4o3 



joint est relatif à ce cas. On 04,20,9 

n'a point écrit les quantités o 00 o 

à soustraire , mais on a effectué les soustractions par 

la pensée , comme dans la division. 

93. Tous les nombres ne sont pas des quarrés 
parfaits, fin jetant les yeux sur la table de la page 
i55 , on «oit qu'entre les quarrés de chacun des 
neuf premiers nombres , il existe des lacunes com- 
prenant plusieurs nombres qui n'ont point de racine ; 
45 , par exemple , n'est point un quarré , puisqu'il tombe 
entre 36 et 49- H arrivera donc le plus souvent que le 
nombre dont on demandera la racine quarrée, n'en aura 
[X)int ; mais en opérant comme s'il en avait une , le 
résultat sera la racine du plus grand quarré qu'il contient. 
Si l'on cherche , par exemple, la racine de zqj6 , on 
trouvera 47 * et il restera G7 , ce qui montre que 
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he plus grand quarré contenu dans 2276 ^ est celui de ' 
47, ou aaog. 

Comme on pourrait craindre , après avoir trouvé la 
racine du plus grand quarré contenu dans un nombre , 
d*avoir mis quelques chiffres trop faibles à la racine , 
voici un moyen de reconnaître si le reste est trop consi- 
dérable , et si- la racine trouvée est trop petite. Le 
quarré de a -f* ^ étant 

si Ton fait t == i , le quarré de a + 1 sera 

a* 4" 2 a + 1 , 

quantité qui diffère de a*, quarré de a , du double de a, 
plus l'unité. Donc si la racine trouvée devait être aug- 
mentée de V unité ou de plus que l'unité , il faudrait 
que son quarré , retranché du nombre proposé , laissât 
un reste au moins é^al à deux fois cette racine , plus 
V unité. Toutes les fais que cette circonstance n'aura 
pas lieu , la racine extraite sera en effet celle du plus 
grand quarré contenu dans le nombre proposé. 

gG. Puisque , pour multiplier une fraction par une 
fraction , il faut multiplier les numérateurs entre eux et 
les dénominateurs entre eux , il est évident que le pro- 
duit d'une fraction par elle-même , ou le quarré d'une 
fraction est égal au quarré de son numérateur, divisé 
parle quarré de son dénominateur. Il suit de là que 
pour extraire la racine quarrée d'une fraction, il faut 
extraire celle de son numérateur et celle de son déno- 

minateur. Ainsi la racine de ^ est ^, parce que 5 

est la racine quarrée de 26 , et 8 celle de S^. • 

C'est une chose très importante à remarquer , que 
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non-eeulement les quarrés des fractions proprement 
dites, sont toujours des fractions , mais que tout nombre 
fractionnaire irréductible , étant multiplié par lui- 
même , donnera toujours un résultat fractionnaire aussi 
irréductible. 

97- Cette proposition repose sur celle-ci : T^out 
nombre premier P , qui divise le produit AB de deux 
nombres A et B , divise nécessairement l'un de ces 
nombres. 

Je suppose qu il ne divise pas B , et que B le surpasse ; 
en désignant par q le quotient entier de cette di\ision , 
et par B' le reste » on aura 

d*où^ en multipliant par A, on déduira 

AB = qAP+A&, 

et divisant les deux membres de cette équation par P , 

on obtiendra 

AB . , AB' 

d'où il résulte que la divisibilité de AB par P entraîne 
celle du produit AB' par le même nombre. Or B' étant 
le reste de la division de B par P , est nécessairement 
moindre que P: ainsi, ne pouvant pas diviser Z?' par P, on 
divisera P par ^, on aura un quotient q^ et un reste B^\ 
puis on divisera P par B"^ on aura un quotient q* et on 
reste B^^ et ainsi de suite, puisque P est un nombre 
premier. 
Cela posé, on aura cette suite d*équations 

P = q'/r + 5', P = qfB'' + Br', etc.: 

multipliant chaque membre par A^ on obtiendra 

AP = qAK + AB\ AP = q'AB" + AB' , etc. 
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divisant par P, il viendra > 

^=q -p — f--pr> ^ = <1 -p — I — p-» eto., 

résultats qui font voir que AB' étant divisible par P , 
les produits ^^, AB'^, etc. , doivent l'être aussi. Mais 
_ les restes B', jB", B', etc. , deviennent de plus en plus 
petits; et Ton doit tomber enfin sur Tunité, car les 
.opérations indiquées ci -dessus se continuent de la 
même manière tant que cesresj:es surpaissent 1, puisque 
P est un nombre premier ; et quand on est parvenu à 
l'unité , on a le produit AX,i , qui doit être divisible 
par P : donc A , lui-même , doit être divisible par P. 
Il suit de là que si le nombre premier P , qu'on sup- 
pose ne pas diviser B , ne divise pas non plus A^ il ne 
divisçra^ point le produit de ces nombres. 

( Cette démonstration est , à peu près , extraite de la 
Théorie des nombres de ]\|l. Legendre. ) (*) 

98. Maintenant, lorsque la fraction - est irréductible , 

•4» 

il n'y a aucun nombre premier qui puisse diviser à la 

(*) Il est facile de voir que la proposition ci-dessas s'étend à un 
produit compose d'autant de facteurs que Ton voudra , et que si ces 
facteurs sont tons des nombres premiers , le produit ne peut ^(rc 
(«ivisé par aucun autre nombre premier^ ce qui prouve que|a dë- 
eompositiom d'un nombre en facteurs sirKples ( Arith. i6à ) ne san. 
rait s'effectuer que d'une seule manière» * 

De plus , un nombre composé ne pouvant pas diviser un antre 
nombre, sans que celui-ci ne soit divisible successivement par chacun 
des facteurs simples du premier, il en résulte que tout nombre Com- 
pose qui est premier avec l'un des f;icteurs d'un produit AB , ne 
divisera ce produit qu'autant qu'il divisera l'autre facteur. 

Ceci prouve la proposition énoncée dans le n® 59 de VArithmé* 
tique f que toute fraction dont les termes sont premiers entre eux. est 

irréductible : car soit - = — : on en déduira e/ := — , et si a et & sont 
' a r ' ■ a 

premiers entre eux, il faudra , pour que cJ soit entier, que a divise 

ce qui suppose c = ou ^ a , et d'où il résulte <2 = ou ^ &. 

Elém, d'Algèbre, 14^ édition, 10 

-/ 
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fois btta'y or, diaprés ce qin précède , tout no mb r g 
premier ^tn ae dxAse pas a , ne pevt dirôcr iz X a ^ 

ou a' ; toot nombre premier qoi n« dhrise pas b , ne 
devise pas ^ X ^ ou ^ • ^es nombres it^ et À^ iioiiC 
donc alojr» presûers entre eux ; et pzr conséqneat le 

. ^ . b , 

quarre -— de la firaction -, étant irrédnctible , cossmse 
ar a 

cette firactioa , ms saorak être on mosaibre czdies. 

gg^ Il résulte de cette dernière propoeîtioa, que taiLr 
leù^ aontbres entiers , que ne sont point des qocarés ptxr^ 
faits, n*ont point de rojcine y noi^seulemjgitt en n oniAna 
entiers, mais encore en nombres fiactionnaires. Cspe3^*- 
dant on sent qu'il doit exister ime quantité qoi, nxa&i— 
pliée par eOe—même , produise 0x2 nombre qoelcoiijqiie ^ 
22jS j par exemple , et que dans ce cas , cette quanflifi? 
est comprise entre 47 «* 4^ S car 47 ^ 47 j donn» va 
produit moindre que ce nombre , 4^ X 4^ ext ixmam 
un plus grand ; et en. partageant F intervalle qui se troore 
entre 47 et 48 , par de» fîractions , on trouve des nomfnre» 
qui , multipliés par enaL-^iiemes , donnent des prodàife» 
plus iprands que le quarré de 47 , moindres que eeltii <fe 
48 , et de pitts en plus appFochans du nombre aajÇ. 

L'extraction de la racine quarrée , appliquée anx nom- 
bres qui ne sont pas des quarrés par£uts , donne donc 
nais8an<ee à une nouvelle espèce de nombres ,. .de oumie 
que la division engendre les firactions ; mais il 7 a cette 
différence entre les fractions et les racines des nombres» 
qui ne sont pas des quarrés parfaits , que les premières , 
qui se composent toujours d'un nombre exact de partisa 
de r unité , ont avec cette unité une commune mesura » 
ou un rapport exprimé par des nombres entiers, et que 
!vi^ secondes n en ont point. 

En concevant T unité partagée en cinq parties , par 
trxempie , on exprime avec neuf: ds ces parties le quo- 
t:«;nt de la diviâon de 9 par 5 , ou» 'i\ \ étant contenu 
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cinq fois dans l'unité et neuf fois dans f , est la cotti- 
mune mesure de l'unité et de la fraction f , et le rapport 
de ces quantités est celui des nombres entiers 5 et 9. 

En considérant que les nombres entiers , aussi bien que 
les fractions , ont avec l'unité une commune mesure , on 
dit que ces quantités sont commensurables avec l'unité, ou 
simplement commensurables; et parce que leurs rapports^ 
ou raisons, avec l'unité, sont exprimés par des nombres 
entiers , on désigne aussi les nombres entiers et les frac- 
tions , sous le nom commun de nombres rationnels'. 

Au contraire , la racine quarrée d'un nombre qui 
n'est pas un quarré parfait , est incommensurable ou 
irrationnelle , parce que , ne pouvant être représentée 
par aucune fraction , il s'ensuit qu'en quelque nombre 
de parties qu'on suppose l'unité divisée , aucune ne sera 
assez petites pour mesurer en nîême temps , d'une ma- 
nière exacte , cette racine et l'unité. 

Pour indiquer en général une racine à extraire , soit 
qu'on puisse l'obtenir exactement ou non ^ on se sert du 
signe ^/ qu'on nomme radical ; 

^16 est la même chose que 4» 

y a. est incoftimensurable ou irrationnelle. 

100. Quoiqu'on ne puisse , par aucun nombre entier 
ou fractionnaire, obtenir une expression exacte de |/â 
on en approche cependant d'aussi près qu'on veut ^ en 
convertissant ce nombre en fraction dont le dénomina^ 
teur soit un quarré ; et la racine du numérateur, prise 
seulement en nombre entier , donne celle du nombre 
proposé , exprimée en parties de l'espèce marquée par' 
la racine quarrée du dénominateur. 

Si l'on convertit , pai* exemple , le nombre 2 en aS'"^'* 
on aura j|. La racine de 5o étant 7 en nombre entier 
et celle de 25 étant exactement 5 , on aura | , ou i ^, 
pour la racine de 2 , approchée à moins d'un S^^', 

101 . Il est visible que cette opération, fondée sur ce 

10. • 
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qu'on a vu, dans le numéro 9G , que le quarré d'une 
fraction était exprimé par une nouvelle fraction qui 
avait pour numérateur le quarré du numérateur primi- 
tif , et pour dénominateur le quarré du dénominateur 
primitif , s'applique à quelqu'espèce de fraction que ce 
soit , et plus facilement encore aux décimales qu'à 
toutes les autres. En effet , il suit de son principe , 
que le quarré d'un nombre exprimé en dixièmes , doit 
Têtre en centièmes , que celui d'un nombre exprimé 
en centièmes , doit l'être en dix - millièmes , et 
ainsi de suite ; et que par conséquent le nombre des 
chiffres décimaux du quarré est toujours double de 
celui de la racine. Cette dernière remarque peut en-- 
core se déduire du principe de la multiplication des 
nombres décimaux , qui veut qu'un produit renferme 
autant de chillres décimaux qu'il 7 en a tant dans l'un 
des facteurs que dans l'autre. Dans le cas actuel ^ le 
nombre proposé ^ considéré comme le produit de sa 
racine multipliée par elle-même , doit a^'oir deux fois 
autant de chiffres décimaux que cette racine. 

Ce qui précède étant bien compris , il est aisé â)en 
conclure que si l'on veut obtenir la racine quarrée de 
227, par exemple , à moins d'un centième près , il fa^ut 
réduire ce nombre en dix-millièmes , c'est-à-dire , ajou- 
ter quatre zéros à sa suite , ce qui donnera 22270000 
dix-millièmes , dont on extraira la racine comme d'un 
pareil nombre d'unités ; mais pour marquer que le 
résultat doit être des centièmes , on séparera , par une 
virgule y les deux derniers chiffres sur la droite. On 
trouvera ainsi , que la racine de 227 , à moins d'un cen- 
tième près, est i5,o6 ; voici l'opération : 



2,27,00,00 



ip.,7 

ix 00 00 
19 64 
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Si le nombre proposé contenait çléjà des décimales, 
il faudrait en rendre le nombre pair , ainsi que Texige 
rextractioh. Pour extraire , par exemple , la racine de 
5 1 ,7 , on metti'ait un zéro à la suite de ce nombre , 
pour qu'il eût au moins' des centièmes , et on extrairait 
ensi^te la racine de 5 1,70. Si Ton voulait avoir une dé- 
cimale de plus, on mettrait deux zéros de plus à la 
suite de ce nombre , ce qui ferait 5 1,7000 , et l'on troti- 
verait 7,19 pour sa racine. , 

Ceux qui voudront s'exercer , pourront chercher les 
racines quarrées des nombres a et 3 , avec sept chiffres» 
décimaux , ce qui exigera qu'ils mettent quatorze zéros 
à la suite de ces nond}re8 , et ils devront trouver pour 
résultat 

V/â= i,4i4ai36, v/3=: i,73ao5o8. 

10a. Lorsqu'on a trouvé plus de la moitié des chifflres 
qu'on veut avoir à la racine , on peut obtenir le reste 
par la seule division. Soit pour exemple 3âg7&; la ra- 
cine quarrée de ce nombre est 181 , avec un reste ai 5 ; 
en divisant ce reste ai 5 par 36a , double* de 181 , et 
poussant le quotient jusqu'à deux décimées , on aura 
0,59 , qu'il faudra ajouter avec 181 , et il en résultera 
181,59 pour la racine de 33976, exacte à moins d'un 
centième près. 

Pour prouver la légitimité de ce procédé , je désigne 
par N le. nombre proposé , par a la racine du plus grand 
quarré contenu dans ce nombre , et par b ce qu'il faut 
ajoi^ter à cette racine pour avoir la racine exacte* du 
nombre proposé ; on aura , d'après ces dénominations» 

d'où iV — a* = aa5 + *'; 

et divisant par aa , on trouvera 

aa aa 

Ce résultat fait voir que le pr^ewier membre pourra 
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être pris pour la valeur de b , toutes les fois que la quaih- 

tité — ' sera plus petite que l'unité de Tordre le moins 

élevé qui se trouve dans b. Mais le quarré d'un nombre 

ne pouvant avoir au plus que deux fois autant de chif- 
fres que ce nombre , il s ensuit que si le nombre de 
chiffres de a surpasse le double de ceux de b, la quan-» 

tîtè — sera alors une fraction, 
sa 

Dans l'exemple précédent , a = 1 8 1 unités ou 1 8 1 cxd 
centièmes , et a par conséquent un chiffre de plus que le 

A* 
quarré de 69 centièmes ; aussi la fraction — devient 

alors Y^^ , et se trouve beaucoup au-dessous d'uiie 
imité de la seconde partie 69 , ou d'un centième d'unité 
de la première. 

io3. Ceci conduit à une méthode pour appro- 
dier de la racine quarrée d'un nombre par des fractions 
ordinaires , en continuant indéfiniment le procédé de 
l'extraction des racines. En effet, a étant la racine du 
plus grand quarré contenu dans iV, & est nécessairement 

ime fraction y et la quantité — étant aloriB beaucoup 

plus petite que b, peut se négliger. 

Soit, pour exemple , à extraire la racine quarrée de a ; 
le plus grand quarré contenu dans ce nombre étant 1 , 
après l'en avoir retranché , il reste 1 . Divisant ce reste 
par le double de la racine , On trouve J ; prenant ce quo- 
tient pour la quantité b , il vient, jour une première 
approximation de la racine , 1 + 7, ou |. Élevant cette 
racine au quarré , on trouve f , qui , retranchés de a 
ou 7, donneront pour reste ••—•j. Dans ce cas , la formule 

AT— fl* , , ft^ 
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devient 

En prenant — ' -^ pour b , il viendra pour la seconde 
approximation | — 7; = H j quarfaiit fî , on trou- 
vera fjf , quantité qui surpasse encore fi ou 'tH . Sub- 
stituant tJ à la place de a, il en résultera ;. 

-■» ■ ■ ;'-^» 



iaX34 ^aaV 
ce qui donnera 

~ iax34'7 4^ 
la troisième approximation sera donc 

^7 ^ _ 17x54—1 _ 577; 

1 a 1 ax34 ~ 408 "^ 408' 

Il est facile de continuer cette opérati'on aussi loin qu'on 
voudra. Je donnerai dans le Complément de ce Traité, 
d'autres formules plus commodes pour extraire les ra- 
cines en général. ^ 

104. Pour approcher de la racine quarréed'ime frac- 
tion, l'idée qui s'offre d'abord est d'extraire par approxi- 
mation la racine quarrée du numérateur et celle du déno- 
minateur; mais en y réfléchissant un peu, on s'apercevra 
bientôt qu'on peut éviter l'une de ces opérations , en fai- 
sant en sorte que le dénominateur soit un quarré parfait , 
ce qui ne tient qu'àmultiplier par ce dénominateur, les 
deux termes de la fraction proposée. Si l'on avaît,'par 
exemple , à extraire la racine quarrée de ^, on changerait 
cette fraction en 

3X7_£^ . 

7x7 ~49' 
en multipliant ses deux termes par le dénominateur 7. 
La racine du nj^nérateur de cette dernière fraction, étant 



V 
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prise en nombre entier , donne f pour celle de | , et ce 
résultat est approché à moins de 7. 

Pour obtenir un plus haut degré d'exactitude^ il fau- 
drait convertir, au moins par approximation^Ia fraction f 
en une autre dont le dénominateur fut le quarré d*ua 
nombre plus grand que 7. On aurait ^ par exemple , à 
moins de -^ près, la racine demandée, sil'on convertissait 
f enaaS*"', puisque 226 est le quarré de i5 ; il vien- 
drait ainsi ^^ de 225'*" ou ^ , à moins de —7 ; la ra- 
cine de ^ est entre ^ et ff , mais plus près de la se- 
conde fraction que de la première , parce que gS est 
plus près de 100 que de 81 : on aurait donc ^f ou | 
pour la racine de | à moins de 77 près. 

Si Ton voulait employer les décimales pour extraire 
la racine approchée du numérateur de la fraction ^, oa 
trouverait 4>583 pour la racine approchée du niunéra- 
teur 21 , et on diviserait ce résultat par la racine du 
nouveau dénominateur, fin poussant le quotient jusqu'à 
trois décimales, on aurait q,655. 

io5. Actuellement on est en état de résoudre toutes 
les équations dans lesquelles il n'entre que la seconde 
puissance de Finconnue , combinée avec des quantités 
connues. 

Il sulEt pour cela de réunir dans un seul membre tous 
les termes ciffectés de cette puissance^ puis de la dégager 
de ses multiplicateurs y par la règle du n^ 1 1 .* ou obtient 
la valeur de l'inconnue, en extrayant la racine qumrée 
de l'autre membre. 

Soit pour exemple réquatioa 

Ilu faisant disparaître les diviseurs, on trouve d*abord 

i5x*— 168=84— i4 oc*. 
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Transposant dans le premier membre le terme 14 -t*. et *' 
dans le second le terme 168 , il viendra 

ou . a9a:* = a53, 



aïa 



et ^ "â5"> 

r 

a? 



X = l^^^ 



Il faut bienVemarquer que pour indiquer laracine de la 
fraction ^, j-ai fait descendre le signe \/ au-dessous de 
la barre qui sépare le niunérateur dû dénominateur. Si )*a- 



vais écrit ^ . _ ,, cette expression aurait marqué le quo- 
tient que donne laracine quarrée du nombre 262 , quand 
on la divise par 29, résultat différent du premier, dans,.«. 
lequel la division doit être effectuée avant Teiitractîon de 
laracine. 

Soit encore l'équation littérale 

* i' 

en opérant comme sur la précédente , on aura successi- 
vement 

a cc^ '^ axf :=z ^ — i', 

9 




l< a — ( 



-c . 

Je fierai observer à cette occasion, que lorsqu'on veut 
indiquer la racine quarrée d'une quantité complexe , il 
faut prolonger la barre supérieure du radical sur toute la 
quantité. 

La racine de la quantité 4 a** ô— si i^ •+• c^^ , s'écrirait 
ainsi, » !' 
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F ou bien encore . 

en substituant à la barre supérieure du radical une paren- 
thèse renfermant toutes les parties de la quantité dont 
il faut extraire la racine ; et cette dernière expression 
peut quelquefois parmtre préférable à l'autre ( 35 ). 

En général, toute équation du second degré de Tes- 
pèce que je considère ici, pourra, par la transposition 
de ses termes, être ramenée à la forme 

/ p 

* désignant le coefficient quelconque de x* ; et on en 
drera 

p 



X 



\/ 



106. Par rapport aux nombres absolus, cette solution 
est complète, puisqu'elle ramène à pratiquer surle nom- 
bre , soit entier , soit fractionnaire , que représente la 

quantité —, une ^opération arithmétique conduisant 

toujours à un résultat soit exact, soit approchant du yrai 
d'aussi près qu'on voudra; mais en ayant égard 'aux 
signes dont les quantités peuvent être aflPectées , l'ex- 
traction de la racine quarrée laisse une ambiguïté d'a- 
près laquelle toute équation du second degré est suscep- 
tible de deux solutions, tandis que celles du premier 
degré n'en ont qu'une. 

En eflfet, dans l'équation générale a:*=25, la va- 
leur de X étant la quantité qui, élevéeau quarré, produit 
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il5 i elle pourra \ si l'on considère les quantités algébri- '^ 
quement , être affectée indifféremment du signe -}- ou 
du signe — ; car , soit qu'on la désigne par + 5 ou 
par •<— 5 , on aura également pour son quarré y 

+ 5x + 5=:+25 ou— 5x — 5 = 4-a5: 

on peut donc prendre 

ou ' a; = — 5. 

Parlamêmfi raison^ pour l'équation générale 



ac 



a 



a q 



P 
on aura indifférenunent 



» 



^ 






On comprend ces deux expressions dans la sui- 
vante : 



=*i/'^. 



oà le double signe ±; indique qu'on peut affecter alter^ 
nadyement du signe -f- ou du signe — ^ la valeur numé- 
rique de 

D'après ce qu'on vient de remarquer, c'est une règle 
générale , qu'il faut donner à la racine qjiarrée d'une 
quantité quelconque le double signe -t. 
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On pourrait, d'après cette règle, demander pour- 
quoi, X étant la racine quarrée de a:*,on n'âflfecte pas aussi 
a:. du double signe ih ? On répondra d'abord, étet 
M. Develey (^Algèbre d'Emile, T. II.) > que la lettre 
X ayant été posée simplement' sans signe ( c'est-à-dire 
avec le signe 4~ ) > comme le symbole de l'inconnue ^ 
c'est dans cet état qu'il en faut déterminer la valeur^ et 
que lorsqu'on cherche un nombre x dont le quarré soit 
b, par exemple, il n'y a que ces deux solutions possibles: 

07 = 4" V^^> ^= — V^^* Ensuite, quand mêmej en 
résolvant l'équation 0:*= 6, on écrirait rtx=^t/ï, 
et qu'on arrangerait ces signes de toutes les manières 
possibles , savoir : 

+ 0?=— V^î, —x=.+ \/b, 

on n'obtiendrait rien de plus, puiéqu'èn changeant le signe 
des membres de la seconde équation de chaque ligAe 
(57), on retomberait sur la première. 

107. Il suit encore de la considération des signes, que 
si le second membre de l'équation générale 

P 

était un nombre négatif, l'équation serait absurde , 
puisque le quarré d'upe quantité affectée , soit du sigpe 
4-, soit du signe — , étant toujours affecté du signe -f-, 
on ne peut trouver , ni dans Tordre des quantités pon- 
tives, ni dans celui des quantités négatives, aucune 
quantité dont le quarré soit négatif. 

C'est cette circonstance qu'on exprime lorsqu'on dit 
que la racine (Vune quaniité négative est imaginaire. 

Si Ton parvenait à l'équation 

M" + 85 = 9, 



on e|i tirerait 



ou 



d'à L g è £ R £. 



a;* = —16; 



ts^ 



or il n'y a aucun nonlbre qui, multiplié par lui-même, 
puisse produire — 16. Il eêt bien vrai que — 4 multiplié 
par -f-4 donne -—16; mais ces deux quantités, ayant un 
signe différent, ne peuvent être considérée comme égales, 
et leiir produit n'est par conséquent pas un quarré. On 
verra plus'basde nouveaiix éclaircissemens sur cette espèce 
de contradiction , qu'il faut bien distinguer de celle du 
n®58^ qu'un simple changement dans le signe de Tin- 
connue a fait disparaître ; ici c'est le signe du quarré x^ 
qu'il faudrait changer. 

108. Pour être complète, une équation du second de- 
gré à une seule inconnue doit contenir trois sortes de 
termes, savoir : des termes affectés du quarré de l'in- 
connue, d'autres affectés de l'inconnue au premier degré , 
d'autres enfin tout connus : telles sont les équations 



X* — 4^= i^> 



^x — \x^:=z/^ — ax. 



La première est, à quelques égards , plus simple que la 
seconde, parce qu'elle ne renferme que trois termes , 
qiie le quarré de a: y est pris positivement, et n'a pour 
coefficient que l'unité. C'est sous cette dernière forme 
y qu'on met toujours les équations du second degré avant 
de les résoudre *, en sorte qu'elles peuvent être représen- 
tées alors par la formule 



x^ 



+ px=zq, 

p et ç désignant des. quantités connueà, soit positives, 
soit négatives. 

Il est visible qu'on amènera toute équation du secpnd 
degré à cet état, 1°. en passant dans un seul membre 
tous les termes affectés de x (10) ; a'', en changeant le 
signé de chaque terme de l'équation pour rendre positif 
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celui de x*, sîl étaîtd'abord négatif (67) ; 3*. en divisant 
tous les termes de Féquation par le multiplicateur de x^, 
si ce quarré en a un (1 1)^ ou en multipliant par son divi^^ 
seur, 8*il est divisé (12). 

En appliquant ceci à Téquation 

elle devient, lorsqu'on passe dmis le premier membre 
les termes aflfeotés de a? , 

lorsqu'on change les signes, 

V^ — 6x±= — 4; 

lorsqu'on multiplie par le diviseur 5 , 

3 X* — 3o x = — 20 ; 
et lorsqu'on divise par le multiplicateur 3 , 

X*— iox = — ^. 
En comparant cette équation avec la formule générale 

on aurait pour ce cas particulier 

109. Pour parvenir à la solution des équations ainsi 
préparées , il faut se rappeler la remarque faite dans 
le ù® 34 , que le quarré d'un» quantité composée de 
deux termes , contient toujours le quarré du premier 
terme , le double du premier terme multiplié par le se- 
cond , et le quarré du second; et que par conséquent le 
premier membre de l'équation 

dans laquelle a et ft sont des quantités connues , est un 
quarré parfait, celui de x+ a, d'où il résulte 

(x-f-a) (x-|-a) = é. 
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Prenilnt alors la racine quarrée du premier membre , et 
indiquant celle du âecoi^^ on aura 

équation qui n'est plus que du premier degré, par rap- 
port à l'inconnue x , et donne , en transposant , 

Une équation du second degré serait donc facilement ré- 
^solue si elle était ramçnée à la forme 

a:* •+» a a X + c* î=: é , 

c'est-à-dire si son premier membre était un quarré. 

Mais le premier membre de l'équation générale 

renferme déjà deux termes que Ton peut regarder comme 
faisant partie du quarré d'un binôme , savoir : x^ qui sera 
le quarré du premier terme x, etpx qui sera le double 
du premier multiplié par le second , lequel ne peut être 
par conséquent que la moitié de'p, ou^p. Pour ache- 
ver le quarré du binôme x + i p> il faudrait encore le 
quarré du second terme | p ; mais ce quarré peut être 
formé, puisque p et | p sont. des quantités connues , et 
peut ensiiite être ajouté au premier membre , poun'u 
qu'on rajoute en même temps au second, afin de con- 
server l'égalité y et ce dernier membre demeurera encore 
tout connu. 

Le quarré de 5 p étant ^ p* , son addition aux deux 
membres de l'équation proposée , 

x*4-px = 9, 
la change en 

x- + px+'^p^ = q + '4P\ 

résultat dont le premier membre est le quarré de a>f- 5^ p; 
prenant donc la racine des deux membres , j'ai 

x + ip=z±i\/q + \pKio6), 
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et transposant 9 il vient ^ 

xz=z-{p±. y'^+Y?, 
d'où je tire successivement 

et x=—lp—\/q + ip: 

J'ai donné le signe + au second terme -Ip de la ra- 
cine du premier membre de Féquation proposée, à cause 
que le second terme de ce menit)re était positif ; il faut 
y mettre le signe — dans le cas contraire , parce que le 
quarré a^ — 2 a a: + a* répond au binôme x — a^ 

La résolution d'une équation quelconque du second de- 
gré, s'obtiendra en rapportant cette équation àla formule 
générale 

où bien en appliquant immédiatement à l'équation pro- 
posée y l'opération que l'on a fait^ sur cette formule , 
et qui peut s'énoncer comme il suit : 

Rendre le premier membre de F équation proposée un 
quatre parfait yen y ajoutant y ainsi qu'ausecond, le quarré 
de la moitié de la quantité donnée qui multiplie la pre— 
mière puissance de l'inconnue; égaler ensuite les racines 
quarrées de chaque membre , en observant que celle du 
premier est composée de V inconnue et de la moitié de la 
quantité donnée , qui la multiplie dans le second terme, 
prise avec le signe de cette quantité , et que la racine 
du second membre doit être précédée du signe zh^ et 
indiquée par le signe i/, si elle ne peut s'obtenir immé- 
diatement. 

En voici des exemples. 

110. Trouver un nombre tel, quen l'ajoutant J fois 
à son quarré y la somme soit 44' 
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X désignant le nombre cherché , Téquation aéra évi-^ 
demment 

Pour la résoudre, je prends \ / moitié dii coefficient j 
qui multipliç x^ et rélevant au quarré , faila quantité ^ 
que j*aJQute à chaque membre ^ ainsi qu'il suit : 

et en réduisant le second membre en une seule jpractioii. 
il vient 

La racine du premier membre est, suivant la règle cU 

7 ï5 

dessus, X + -, et on trouve pour celle du second — ; oq 

9L donc l'équation 

2 2 ' 

de laquelle on tire 

"^ 2 2 ' 

7 . i5 8 , 
ou a: = — ^-1 ==-=4, 

2 2 2 ^ 
. 7 i5 22 

2 2 2 

La première valeur de x résout la question dans le 
sen? de son énoncé , puisqu'on a , par cçtte valeiir^ 

7 X = 28 



K 



«prame , , , • . • . . 44* 

Ehrn- d* Algèbre. 14* édition, i| 
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Quantàlasecoode, comme elle est affectée du signe -—^ 
le terme 7 x, devenant 

7X — 11= — 77, 

doit être retranché de 'x^; en sorte que Ténoncé de la 
question résolue par le nombre 1 1 , est celui-ci : 

Trouver un nombre tel, qu'en retranchant 7 fois et 
nombre de son quarré, il reste 44* 

La valeur négative modifie doue ici la question d'une 
manière analogue à ce qu'on a vu pour les équations du 
premier degré. 

Si l'on mettait i'éhoncé ci-dessus en équation ^ on ob- 
tiendrait 

a:»— 7X = 44, 

et en la résolvant » il viendrait 

^-7^ + ^=44+^. 

7 -J-. '5 
X— ^ = ±: — , 
a a * 

aa 

x:=z — z=z 11 , 

a a a ^* 

La valeur négative de a: est devenue positive y parce 
qu* elle satisfait littéralement au nouvel énoncé, et la va- 
leur positive^ qui n'y satisfait pas de même, est devenue 
négative. 

On voit par là que , dans le second degré , T Algèbre 
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céanit dans la même formule deux questions qui ont 
entre elles une certaine analogie. 

111. Quelquefois les énoncés qui mèaent à des équa- 
tions du second dfègré sont susceptibles de 4eux solutions; ^ 
le suivant est dans ce cas. 

Trouver un nombre tel, que si l'on ajoute i5 à son 

quctrré, la somme soit égale à 8 fois ce nombre., 
■ '•' • • • . 

Soitx le nombre cherché; Téquation du problème sera 

x* + i5 = 8a7. 

En mettant cette équation sous la forme prescrite 
n^ 108, on aura 

x*— 8 a: = — i5,, 

a:*— .Sr-^* 16 = — 15 + 16, 
x* — 8x+ 16= 1, 
i— 4 — dzi, 
»==4±:i, 
ou a: =5, 

3?= 3. 

Il y adonc deux nombres difFérens 5 et3 , qui jouissent 
de là propriété comprise dans Ténoncé. 

112. Quelquefois aussi on rencontre des énoncés qui 
ne peuvent être résolus d'aucune manière dans leur sens 
précis^ et qui doivent être modifiés ; ce cas est celui où les 
deux racines de l'équation sont négatives ^ comme celles 
de la suivante : 

a;*-f-5a;-{-6 = 2. 

Cette équation^ qui e7q>rime quele quarré du nombre cher- 
ché ^ augmenté de S fois ce nombre, et encore de 6 , doit : 
donner une somme égale à Q,ne peut évidemment être 
vérifiée par addition, comme elle est posée, puisque déjà 

11.. 
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6 surpasse 2 ; et en eflFet , si on la résout , on trouTa 
successivement 

x* + 5x = — 4, 
a a 

a 2 ^' 

Les signes — dont sont alFectés les nombres 1 et 4 > 
font voir que le terwe 5 x doit être retranché des autres, 
ou que l'énoncé doit y pour les deux valeurs, être rédigé 
ainsi : 

TVoui'er un nombre tel , que si on le retranche 5 fois de 
sonquarré, et qu'on ajoute 6 au reste , on ait a pour 
résultat. 

Cet énoncé fournit l'équation 

X* — 5a; + 6==2, 

qui donne pour x les deux valeurs positives 1 et 4* • 

1 13. Soit encore ce problème : 

Partager un nombre p en deux parties dont le produit 
soit égal à q. 

En désignant une de ces parties par x, l'autre sera ex- 
primée par p — a;, et leur produit sera px — x^\ on aura 
donc l'équation 

p 0?— x'z^cjf , 

ou , en* changeant les signes , 

.r* — p a: = — </ : 



!>' A L G È B R E. i65 

riiolyant cette dernière^ on trouterd 

Si 5 pour particulariser la question , on faisait 

'p = io, ^=ai, 
On aurait 

x = 5dt.^a5 — ai, 
^u a: = 5 ±: a , 

. oc •^— o I 

c'est-à-dire queFune des parties serait 7, et l'autre serait 
par conseillent lo : — 7 ou 3. 

Si l'on prenai^au contraire 3 pour x^ l'autre partie serait 
10 — 3 ou 7 ; en sorte que par rapport à l'énoncé actuel, la 
questioi^ n'a, à proprement parler, qu'une solution, puis^ 
que la ^^conde n'est qu'un changement d'ordre entre 
les parties. 

L'inspection attentive de la valeur de x fait voir que dans 

la question dont il s'agit, on ne peut pas prendre tout-à* 

(ait arbitrairement les nombres pet q'^ car si q surpassait 

p* "1 •'■ ' p* ■ , 

t-- , ou le quarré de - p , la quantité ^ -^ 9 serait néga- 

tive , et on retomberait sur le caractère d'absurdité re- 
marqué dans le n® 107. ' 

Si Ton prenait, par exemple , 

p = ioet^ = 3o, 
ilviendrait 

le problème serait donc impossible avec ces données. 
114% L'absurdité des questions qui conduisent à. des 
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Kicines imaginaires ne se manifeste que par la coacls- 
«on , et Ton doit désirer de connaître par des caractères 
tenant de plus près à l'énoncé , en quoi consiste Fabsur- 
ditédu problème^ de laquelle résulte celle de la solution; 
c'est ce que fera voir d'une manière précise la considéra- 
tion suivante. 

Soit d la différence des deux parties du nombre pro- 
posé ; la plus ^ande sera ^ -f- - , la plus petite (3) ; 

or il est bien prouvé (ag , 3o et 34) que 

KZ^aJ \2 ZJ— 4 4 ' 

donc le produit des deux parties du nombre proposé , 

quelles qu'elles soient^ est toujours moindre que^,oi| 

quelequarré de la moitié de leursomme, tant que d n'est 
pas nul ; et quand cette circonstance a lieu, chacune 

de ces deux parties étant égale à - » leur produit n'est 

que —. Il est donc absurde de demander qu'il soit plus 

4 
grand; et c'est avec raison que l'Algèbre, répondant alors 

d'une manière contradictoire aux principes , prouve par 

là que ce qu'on cherche n'existe pas. 

G(Q qu'on vient de montrer sur l'équatiiHi 

fournie par la question précédente ^ convient à toutes 
celles du second deg^é où q est nég^f dans le second 
membre , les seules dans lesquelles on puisse rencontrer 

des racines imaginaires , puisque le terme ^ placé 

4 
sous le radical^ conserva toujours le signe + quel que 

soit celui de p. En effet , quand on aurait l'équation 
j5*-4-px= — <7, ou a:*+f>^ + 9=^# 
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onxjerrait d'abord qu elle ne saurait admettre aucune solu- 
ûon poâtiTe ,^ puisque son premier membre ne renferme 
qiie des termes additifs; et pour savoir si l'inconnue x 
pourrait être négative > il suffirait de changer x en — •^. 
L'inconnue^ aurait alors ded valeurs positives qui seiraieirt 
données par l'équation 

y — py + q = o, ou y^ — py=^ — q, 

précfeément la même que celle du numéro précédent; 
or les valeurs de x ne pouvant être réelles que lorsque 
celles de y léseraient^ elles deviendraient encore inia^ 

gînaires dans le cas actuel 1 si q surpassait ^, 

4 

On voit donc^ parles remarques ci-dessus^ comment 

et pourquoi , lorsque le terme tout connu d'une équation 

du second degré est négatif dans le second membre , et 

vlus grand que le quarré de la moitié du coefficient de 

la première puissance de V inconnue, cette équation ne 

peut avoir que des racines imaginaires,' 

II 5. Les expressions 

et en général celles qui comprennent la racine quarrée 
d'une quantité négative , se nomment quantités imagi-^ 
naires (*). Ce ne sont que des symboles d'absurdité qui 
tiennent la place de la valeur qu'on aurait obtenue^ si la 
question proposée eût été possible. 

On ne les néglige point dans le calcul ^ parce qu'il 
arrive quelquefois qu'en les combinant d'après certaines 
lois^ l'absurdité se détruit , et le résultat devient réel. On 
en trouvera des exemples dans le Complément. 



(*) Il serait pins exact de àÂve^^xpHssions on symbole» imaginaires, 
puisque %e ne août pat des quantités. i" 
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116. Comme il importe beaucoup aux commençant 
d'acquérir des notions exactes sur tous les faits d^ahsàjsé 
qui paraissent sortir des idées communes^ }*ai cm qi^ 
fallait aussi ajouter quelques éclaircisseiiiens à ce que Ton 
a déjàyu ( 1 06) sur la nécessité d'admettre jdetix solutions 
dans les équations du second degré. 

^ m • ' 

Je vais montter que s'il existe une quantité a qui , 
substituée à la place de x, satisfasse à l équation du se^ 
cond degté x*-|- p x== q , et soit par œnséquentla valeur 
dex, cette inconnue aura encore une autre valeur. Si l'on 
substitue^ en eiFet^ a à la place de a: ^ il en résultera 
a^ + pa=q'^ et puisque „ par rh)^othèse , a est la Tab- 
leur de x^ q sera nécessairement égal à la quantité 
a^ -^p a : on pourra donc écrire cette quantité an 
lieu de f^dans l'équation proposée^ qui deviendra par là 

X* -[- px = a* -}■ P ûf. 

Transposant tous les ternies âû second membre dans li 
premier^ il viendra 

x^-f-px — a* — pa=:o> 
qu'on peut écrire ainsi : 

X* — a* + p(x*— a)==b; 
et à cause que 

X*— û*=(x4-a) (x—a) (34), 

«n voit 8ilr-Ie-champ que le premier membre est divisible 
par x—a, et donne pour quotient exact, x+a+p J 
on a donc, d'après cela, 



tf^^px—q=:x^—a^+p (x-Hz) =(x--a) (x^a+p), 
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Maintenant il est évident qu'tm produit est égal à zéro ^ 
lorsque l'un quelconque de ses £acteuts ^eyient nul) on 
doit donc avoir .r *~r* 



.» r 



{x — a) (a?-f-a+p)=rîo;, 
non-seulement lorsque a: — a = o , ce qui donné 

liiais encore lorsque a; + a-(-p.= ^> ^'^^ ^ résulte 

tt est donc prouvé que si a est une des valeurs de 
à:, -— a^-^p sera nécessairementrautre. 

Ce résultat s'accorde avec les deux valeurs comprises 
dans la formule 

car en prenant pour a la première , — îp + V^^+ 4 P** 
par exemple , on trouverait pour Fautre 

è 

ce qui est en effet la seconde racine. 

Je reviendrai dans la suite sur ces remarques , qui 
contiennentle germe delà théorie générale des équations 
d'un degré quelconque. 

117. La difficulté démettre les problèmes en équa* 
tion , est pourle second degré, et en général pour quelque 
degré que ce soit, la même que pourle premier, et don- 
siste toujours dans la manière de démêler toutes les 
conditions distinctes ^ comprises dans l'énoncé ^ et de 



/^ 



l'^O i L i M B N s 

les exprimer à l'aide des caractères algébriques. Les 
queitions précédentes n'offraient aucune difficîilté à cet 
égard , et Ion doit s'être suffisamment exercé dès le pre- 
mier degré ; cependant je vais encore résoudre quelques 
questions qui donneront Ueu à plusieurs observations 
utiles. 

On a employé deuic ouvriers ^ gagnant des salaires 
différens; le premier ayant été payé au bout d'un certain 
nombre de jours , a reçu^Gfr^yet le deuxième ayant tra- 
vaillé six jours de moins , n'a eu que S^fr. ; s'il avait 
travaillé tous les jours, et que l'autre eût manqué six jours ^ 
ils auraient reçu tous deux la même somme : on demande 
combien de jours chacun a travaillé , et le prix de sa 
journée. » 

Ce problème ^ qui semble d'abord renfermer plusieurs 
inconnues , se résout facilement par le moyen d'une 
seule , parce que les autres s'expriment immédiatement 
par celle-ci. 

En désignant par x le nombre des jours de travail du 
premier ouvrier , 



2; .1— 6 sera celui des jours de travail du second , 
■- — sera le prix de la journée du premier ouvrier , 

^ celui de la journée du second ; 
ri ce detnier eût traraillé pendant x jours , il aurait 



et le premier travaillant seulement a: — 6 jours ^ n'aurait en 
nue (x — 6) 2_ ou 9 — ^ — "^ : 

XX 
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réqu^OA dvL problème sera <ionç 

64g- 96 (jc*-*-6) 

•• * • . . ' 

Il faut d'abord faire disparaître les dénominateurs de 

cette équation, et il vient 

54a^=*:96 (a;-»6) (x — 6); 

lès nombres 54 et 96 étant tous deux divisibles par 6 , ce 
fésiiltat se simplifie : on trouve 

.. 9a:*=ie(ap— 6) (x — S). ' ^ 

On pourrait préparer cette dernière équation suivant la 
rè^e du û? io8 , pour la résoudre ; mais l'objet de cette 
règle n'étant que de faciliter l'extraction de la racine d0 
chaque membre de l'équation proposée, elle est inu- 
tile ici, où les deux membres se présentent d'abord sou^ 
la forme de quarrés; car il est visible que 9 rr* e^ le 
quarréde Sa-, et que 16 (j7— 6) (oç— 6)estlequarré 
de 4 (^ — ^ ) * ou 3ura donc tout de suite 

^ 3x==rt4(x— 6); 
d'où il résulte 

3x==:4x — 24,a;=:!24, 
3x= — 4^ + ^>^==*^« 

Par la première solution de la question, le premier ou- 
vrier a travaillé pendant224 jours, et a gagné par conséquent 

— > ou 4 francs par jour, tandis que le second n*a tra- 

vaille que 1 8 jours , et a gagné -^ ,ou3francspar jour. 

La seconde solution répond à une autre question nu^ . 
mérique liée à l'équation proposée d'une manière ana-. 
logue à celle que j 'ai remarquée dans le n** 1 1 1 . 

/ 
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118. On remet â un baaquiet deux biliets Sur la 
même personne ; k premier de 55o francs payable dans 
sept mois , le second de 720 francs payable dans quaire 
mois; et il donne pour le tout une somme de 1 aoo francs i 
on demande quel est le taux annuel de P intérêt d'après 
lequel ces billets ont été escomptés. 

A&n d'éviter les fractiona dans Texpreftsion des intérêts 
pour sept mois et pour quatre; je représenterai par lax 
celui que produit annuellement une somme de 1 00 firancs^ 
et l'intérêt d'un mois sera alors x. Cela posé , la valeur 
présente du premier billet s'obtiendra en faisaiit la pro- 
portion 

SSooo 

100+ 7x: 100 :: 55o : , ^ (Arîth, iào)\ 

^ ' 100 '\-^ x^ 

la valeur présente du second billet résultera de même 

de la proportion 

. , 72000 

100 +43; : 100 :: 720: — ' — : — ;— '. 

' 100 + 4-^ 

En réunissant ces deux valeurs , l'équation du problème 
sera ^ 

55ooo . 72000 

H ' ; r-= 1200. 



1004-70: ioo-J-4^ 

Les deux membres pouvant se diviser par 200, on a 

275 36o 



ioo4-7x , 100 + 4^ 



= 6; 



puis faisant disparaître les dénominateurs^ on trouvf 
successivement 

fl75(ioo-f-4a:)4-36o(ioo4-7x)=6(ioo4-7a7)(ioo+4* 

27600 + 1 1 00 X -f- 36000 •+• 2520X =: 

60000 + 6600 a: -J- 1 68 x* , 
ce qui se réduit à 

168 x^ -I- 2g8ox ^ 35oo, 
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et dÎTÎMnt tout par a , ou obtient 

I ■ 

ce qui donne enlin 

• ^ . ï490i,_i75o 

En comparant cette équation à la formule 

il vient 

i4qo 1760 

P^SA-' 1=84'' 



et l'expression 
se change en 



^-^ 84— K 84.84 ~ 84 • 

Il faut d*abord réduire à une seule les fractions co/m- 
prises sous le radical : on aura 

7 45.745 -f- 1750.84 __ 702oa5 
"" 84.84 ~ 84.84 ' 

et en observant que le dénominateur de cette fraction 
est un quarré parfait / il ne restera qu'à extraire la ra- 
cine quarrée du numérateur. Si Ton s'arrête aux mil- 
lièmes , on trouvera 837,869 , pour celle de 702026 ; et 
en lui donnant le dénominateur 84 , les valeurs de x 
seront 

^ 745 , 857.869 _ 93,869 

■84"'' 84 ~ 84 '' 



X 



745 "^ 837,869 1582,869 

84 84 ^ 
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La première de ces valeurs est la seule qui résoire 
la question danfl le sens de son énonça. En divisant son 
dénominateur par la , on a ( Arith. 54) 

i2x=32^ — â=i3 367; 
7 

c'est-à-dire que Vintérêt annuel est de i3,a7 P- z- 
1 1^ La question suivante est digne d'attention , par 

les circonstances que présente l'expression de l'inconnue. 
Partager un nombre en deux parties dont les quarrés 

soient dans un rapport donné. 
Soit a le nombre donné » 

m le rapport des quarrés de ses deux parties , 
X l'une de ces parties ; 

l'autre sera a — x\ 

et d'après l'énoncé de la question^ on aura l'équation 

£ _ 

(a — x) (a — X) 

Il se présente pour la résoudre deux voies : on peut 
ou la préparer pour lui donner la forme x* -}" P^ = 7 , 
et la résoudre ensuite par la méthode générale ; ou bien, 
profitant de la remarque facile à faire , que la fraction 

(a — x) (a — x) 

est un quarré , puisque son numérateur et son dénomi* 
nateur sont des quarrés ^ en conclure sur-le-K:hamp^ 

a— X 

x = ±:(a — x) y m. 

En résolvant séparément les deux équations du premier 
degré comprises dans cette formule , savoir , 
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jc = — (a — a? ) v/ln , 

. a\/ m 
on en tirera x = . — j 

— a V^m 

i^y m 

Par la première solution , la secbnd&partie du nombre 
proposé est 

a — — = . , — = / — ; 

i+y m i^ym 1 + ^ 7» 

et les deux parties 

a Y m ^ a 

;= et 



i-f-V^ m 1 + V^m 

sont, comme l'exige l'énoncé de la question, toutes 
deux plus petites que le nombre proposé. 

Pftr la seconde solution on a 

d.l/*m' a — aV^m + al/Ui a 

aH j^ = -' j=r^ = 7=, 

1 — y m 1 — y m 1 — y m 

et les deux parties alors sont 

a 1/^ ^ a 
2-7= et 7=. 

i..^7n 1 — V^m 

Leurs signes étant contraires , le nombre a n'est plus ^ 
à proprement parler , leur somme , mais leur différence. 

Lorsqu'on fait 7n= 1 , c'est-à-dire qu'on suppose que 
les quarré^ des deux parties cherchées sont égaux , on a 

\/ln = 1 ; 
la première solution donne deux parties égales^ 

a a 
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résultat évident par Ini-même > tandis <jae la seconde 
soiution donne deux résultats infinis (68) , savoir : 

— a —a ^ a a 

ou , et . ou-; 

1 — i ' 1 — *-l G* 

ce qui doit être , car il n*y a qu*en regardant deu^ 
quantités comme inGniment grandes par rapport à 
leur différence a , qu'on peut supposer le rapport de 
leurs quarrés égal ^ Tunité. 

En effet , soient a; et x — a , ces deux quantités/, le 
rapport de leurs quarrés sera 

a:* — 2ar4-û** 

et en divisant les deux termes de cette fraction par x* , 

elle deviendra 

1 

or il est visible que plus le nombre x sera grand , plus 
les fractions — , -^ seront petites , et plus le rapport 

X OCr 

ci-^essus approchera d'être égal à 7 ^ ou à 1 . 

120. Pour comparer maintenant à la marche qu*on 
vient de suivre la méthode générale , on développer^ 
l'équation 

a:* 

(a— x) (a— x) 

on aura successivement 

x^ '=,m(^a — x) (a — x), 

X* = (fm — aamx + mac*, 

X* — mx* 4" ^o.jnx = tf*m, 

(1 —m) x'-f- 2amx ^ a^m^ 

. . aainx a* m 

X* H = , 

i — m 1 — m 



V l 



i — m' ' 1 — m* 
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en faisant v = , a -=, 

la formule générale donnera ^ : 

am _. I X ^*^* • ^^^ 

l — TJX K (1 — m) (1 — m) i — m 

Ces valeurs de x paraissent bien différentes de celles 
qui ont été trouvées plus haut ; cependant éfles sj 
ramènent , et c'est en quoi l'exemple qui m'occupe peut 
être utile pour montrer l'importance des transforma- 
tions que les diverses opérations algébriques produisent 
dans l'expression des quantités. 

Il faut premièrement réduire au même dénominateur 
les deux fractions comprises sous le radical , ce qui s'ef- 
fectuera en multipliant par 1 — m , les deux termes de 
la seconde ; et il viendra 

(1 — m) (1 — m) ' 1 — m (1 — 7m)(i — m) 



(i--m)(i — m) (1 — m) (1 — 771)' 

Le dénonlinateur étant un quarré , il restera seulement 
à extraire la racine du numérateur, et on aura 

f / ôFmF ^ a^m \/^m 

K (1 — m)(i — mj 1 — 771 1 — 771 

niais l'expression ya^m peut encore se simplifier. 

Il est visible que le quarré d'un produit se compose 
du produit des^quarrés de chacun de ses facteurs, puis- 
que , par exemple , 

"^ bcd><; bcd= b'^ed^y 

et que par conséquent la racine de b^&d^ n'est autre 
chose que le produit des racines à, c etx/, des facteurs 
Z>*, c^ et d\ En appliquant cette remarque au produit 
a^m^ on voit que sa racine est le produit de a, racine 
Elém, d* Algèbre. \^ édition. la 



/ 
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de u^ , par ^ m qui est rindication de la racine de m , 
ou que 

Il suit de ces diverses transformations que 

am _,ci\/jn 

a; 1= — zi — ~ 

1 — m 1 — m ' 

, . — am '•^a i/ m 

ou Dieu X = , 

1 — m 

— am — a y m 

X =— ." 

1 — m 

Quelque simples qu'elles soient, ces expressions ne 
sont, pas encore celles du numéro précédent ; et même 
si Ton cherche à les vérifier pour le cas où /n = i, elles 
deviennent 

— a + ^ o 

1 — 1 o' 

— a — a — sa 

1 — 1 o ' 

On retrouve dans la seconde le s}'Tnbole de Tijifini , 
comme précédemment jamais la première présente cette 
forme indéterminée , J , dont on a déjà vu des exemples 
dans les n"* 69 et 70 ; et avant de prononcer sur sa va- 
leur ^ il est à propos d'examiner si elle ne tombe pas 
dans le cas du n^ 70 , si ce n'est pas un facteur commun 
au numérateur et au dénominateur , que la supposition 
de m = 1 ^ rend égal à zéro. 

,, — am + al/771 

L expression 

1 — - m 

. ^s a( — m+l/m) a({/lm — m) 

revient a — ^ 1— 1 = -^^ ^. 

1 — m 1 — 771 

On voit déjà que le numérateur ne devient zéro, qiie 
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par le facteur \/ m — m ; il faut donc chercher si ce 
dernier n'aurait pas quelque facteur commun avec le 
dénominateur 1 — tji. Pour éviter l'embarras que pour- 
rait causer le signe radical , je fais \/^ = w , et j'en 
conclus , en prenant les quarrés , m = w* : ceci change 
les quantités 

ym — m et 1 — m 
en n — n^ ^t i — nf"; , 

or i>r^7i*=ji(i — n) et i — 7i**=(i— 71) (i+n) (34); 
en remettant pour n sa valeur ^Z m , on a 

y^ m — 7?i = (i' — \/ rn) \/ m, 
1 — m=(i — V/ wî) (1 + \/ m), 
et par conséquent 

a{\/ m — m) g( 1 — \/ tti) ^/lû 

1 — "* ~(i— V/m) (i +y^m)~ 

a\/ m 

résultat seniblable à celui du n* 1 19. 

On réduit de même la seconde valeur de x , en ob- 
servant que 

— ay m — ain — g(i -^ y m^y m 

i—m ~(i — v/'m)(i+ v/"7n)"" . 

— a y m 

i — y m 
comme dans le n** 119 (*)* 



(^) L'exemple que je viens de traiter si au long, répond à un pro- 
blème résolu par Clairaut dans son Algèbre j et dont Ténoncé est ce- 
lui-ci: Trouver sur la ligne qui Joint deux lumières queleonefues ^ le 
pointoit Ces deux lumièreséclairentégalemerU. J^ai dépouille ce pro- 
blème des circonstances pjrysiques qui sont étrangères h l'objet de cet 
ouvrage, et qui ne peuvenrque détourner Pattention qu'exigent les cir- 
constances alge'briques, très remarquables en elles-mêmes, et qne 
poar<ette raison, j'ai développées plas qne ne Pavait fait Clairaut. 
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ILjo'estpas liifiiqile de iffnx que j*aurâis pti.eyitçr l'es 
ra^bcaux daofi les calculs prépédens ^ en repr^ntânt 
par m^ le rapport des quarrés des deux parties du 
nombre proposé : alors m en eût, été la racine qi^arrée , 
qu'on peut toujours regarder comme connue , lorsqiie 
son quarré est donné ; mais on n'aurait pas d*abord 
-senti le but d*un pareil changement de données , dont 
les algébristes font souTent usage pour simplifier- les 
calculs; c'est pourquoi j'invite le lecteur à recommen- 
cer la solution du problème , en mettant m* an lieu 
de m. 

De Vextraction de la racine quarrée des quantités 

algébriques, 

1 s 1 . La question précédente sufHt pour indiquer com- 
ment il faut se conduire, dans la solution des questions 
littérales , et a présenté une transformation qu'il im- 
porte de remarquer , savoir , celle de 

V/o^menaV/m ( page 177 ), 

puisque par son moyen on peut réduire au plus petit 
nombre possible les facteurs contenus sous le radical y 
et simplifier d'autant l'extraction de la racine qui reste 
à opérer. 

Cette transformation consiste , comme on l'a vu à l'en- 
droit cité , à prendre séparément la racine de tous les 
facteurs qui sont des quanrés , et à écrire ces racines hors 
du roAicaly comme multiplicateurs de ce radical ^ sous 
lequel on laisse tels quHls sont, les facteurs qui ne sont 
pas dès quarrés. 

Cette règle suppose premièrement , que l'on sache 
reconnaître si pne quantité algifcrique est un quarré , 
et dans ce cas en extraire la racine ; et ppur cela, il 
faut distinguer les quantités monômes des polynômes. 
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122. II résulte évidemment de. la règle des exposant 
dans la multiplication , que la secoiule puisscaice d'une \ 
quantité quelconque a un exposant doubie de celui d& 
cette quantité. 

On a, par exemple y 

a»Xa* = ûS a»Xû* = a^, a^X «' = ««, etc. 

Il suit de là q^ie tout facteur qui est un quarré , doit 
avoir lin exposant pair , et qu'on obtient la racine de^ 
c^ facteur en écrivant sa lettre avec un exposant ëg€Lt 
à la moitié de l'eiacposant primitif. 

On a ainsi 

l/a* = a*oua, v/o* = û», ^ a^ :=z c^ ^ e\c, . • 

A Végard des facteurs nunaériques^ l'extraction de 
leurs raciBe^ s'opère^ s^il y a lieu ^ par les règles ensei- 
gnées précédemïûent. ' ' - 

P*aprè4 ces remarques , les facteurs a^ , M, c*, dû 
TeXpre^Sôn • '^ r 

sont des quarrés \ le nonibre 64 est le quarré de 8 ; donc 
^expression proposée, étàht le produit de facteurs quar- 
rés, âàrd'pburrcÈcinè le produit des tacines de chacun 
de ces facteurs ( ifli ) ; et par conséquent . 

V64â^F? = 8 a^ i* c. 

ia3. Lorsque cette circonstance n'a pas lieu ^ il faut 
chercher à décompoàer le produit proposé en deux au- 
tres , dont l'un ne contienne que lei facteurs quarrés 
et l'autte léifcûcteurs non qùafrés } et pour eéla il faut 
conâdéirer à part chacun de ses facteurs. 

Soit pour exemple 

V/ya a^ b^ à. 

On reconnaît facilement que parmi Jes diweurs du 
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nombre 7a, il y a des quarrés parfaits , savoir > 4> 9 
et 36 ', et en prenant le plus grand ^ on a 

72 = 36 X 2. 
Le facteur a* étant un quarré , on le met de coté ; pas- 
sant ensuite au facteur b^ y qui n'en est pas un^ puisque 
le nombre 3 est impair , on remarque que ce facteur 
peut se décomposer en deux autres 6* et A, dont le 
premier est un quarré , et qu'on a 

b^ = b\b', '' . 

on yoit aussi que 

il en serait de même de toute lettre ayant un exposant 
impair. Toutes ces décompositions donnent 

72a*6^c^ = 36 . 2a*A* . Ac^ . c ; 
et rassemblant les factetirs quarréff ', il vient 

36a*iV X Qbc. 
EnEn , prenant la racine du premier produit et in- 
diquant celle du second ^ on a 

\/^^I^¥? = Gd'bc^ \/ôbc. 
IToici encore quelques exemples de réductions sem- 
blables^ précédées des calculs qui les mettent en évi- 
dence : 



35^.3a 



98 K _ 49.3 ^ 49.51 

6.5,1 y 5a 3oè| /Sâ 

V " ^+-^"" K — ;? — = 

Kj^ ^ (m* + m7i) = - v/nF+wn- 



t. 
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Il faut remarquer , par rapport au premier, qu'on 
peut JFaire' sortir du radical le dénominateur des fractions 
algébriques , en le rendant un quarto , d'après ce qui 
a été dit n° io4, pour les fractions numériques. 

- laîJ.'Je vais passer à F extraction de la racine 
quarrêe des polynômes. Il est important de se rap- 
peler qu'aucun binôme n'est un quarré parfait , parce 
que tout monôme élevé au quarré ne produit qti'un 
monôme , et que le quarré d*un binôme renferme tou- 
jours trois parties (34). , 

Où se tromperait grossièrement en prenant pour 

|/a*+A* le binôme a + i , quoique a soit séparément 
là racine de a^, et h cdle de b^ ; car le quarré de a + Z^ , 
étanta*r}-aa6-f-6*, contient en outre le terme -f- ^ohy. 
qui ne se trouve pas dans l'expression a* -f- ^"* 

Soit donc le trinôme 

afin de retrouver dans cette expression les trois partie*, 
qui composent le quarré d'un binôme , je l'ordonne par 
rapport à l'une de ses lettres , à la lettre a , par exem- 
ple ; il vient 

Alors , quelle que soit la racine cherchée, en la suppo- 
sant ordonnée par rapport à la même lettre a , le quarré 
de son premier terme doit nécessairement former lé pre- 
mier terme iGo^c^ de la quantité proposée ; le double 
produit du premier terme dé la racine par le second, 
doit donner le second terme ^J^c^V^c de la quantité 
proposée ; et enfin le quarré du dernier terme de la 
racine doit .être précisément le dernier, terme 9^^ de la 
quantité proposée. I>'après ces considérations , Topé- 
ration se dispose comme on le v9it plus loin ; 
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— 240**3^— 9 A« 



»« 



J*extrai8 d'abordlacadne qnairée du premier terme 
iGo^c*, et le résultat 4û*c(ifl2) est le premier terme 
de la racine qui s*écrit adroite^ sur la même ligne que 
la quantité proposée. 

Je retranche de cette quantité le quarré iSû^c*, 
du premier terme 4^*c, de la racine; et faisant la ré- 
duction, il ne reste que les deux termes fi/^^b\ +90*. 

Le terme ^ifi^b^c étant le double produit du premiet 
terme de la racine 4^*c, par le second , j'obtiens ce 
dernier en divisant Q.^l^c par 8a*c , double de ^c, 
et qui s* écrit au-dessous de la racine ; le quotient 36^ 
est le second terme de la racine. 

La racine est maintenant déterminée ; mais il faut, 
pour qu'elle soit exacte , que le quarré du second terme 
fasse 9*6 , ou bien que le double 8aV du premier terme 
de la racine, augmenté du second Zb^^ et multiplié par 
le second , reproduise les deux derniers termes du 
quarré (91 ) ; en conséquence , à côté de 8a'c , j'écris 
-}- Zb^ , je multiplie 8a*c -f- Zb^ par 36^ ; le produit étant 
retranché des deux derniers termes de la quaxxtité pro- 
posée , il ne reste rien , et j'en conclus que cette quanr 
tité est le quarré de ^c -f- 3&3- 

Il est évident que les mêmes raisonneînéns et les 
mêmes procédés peuvent s'appliquer à toutes les quan- 
tités cofbposées de trois termes. 
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ia5. Lottque la quotité dont on^y^ut. extraire b 
racme a plus de trois termes , elle n'est^plus le qtiarré 
d'un binôme ; mais en la supposant celui d'un triiuxa». 
m^n+p, et rej^résentant par / la soisme m 4^ n 
de ses deux premiers termes , ce trinôme se chanr- 
geant en /+p, son quarré devienf 

où le quarré ^ du bmômè m + n , étant développé, 
produirait les termes m* + Qmn -f- ti*. Ainsi , lors- 
qu'on aura ordonné la- quantité proposée y le pre- 
mier terme sera évidemment le quarré du preiâSèr ' 
terme de. la racine, et le second renfermera lé*' 
double produit du premier terme de la racine paj* 
le second de cette racine : on aura donc ce dernier en 
divisant le second terme delà quantité proposée, par ïar 
double de la radné du premier. Connaissant alors les' 
deux premiers termes de la i^acine cherchée , onf com-: 
plétera lé quarré de ces deux termes, représenté ici' 
par ^ , et le retranchant de la quantité proposée , 3 
restera 

a/p + pS - 

quantité qui contient le double produit de / , ou du 
prétaiier tinome tîi -f- » , par le resté dé la racine , plus 
le quarré de ce reste , et fait voir qu'il faut opérer ayec 
ce binôme , comme dn â fait avec le premier terme m , 
de la racine. • - 

Soit pour e^H^le la; quantité ^ 

je Tordonne par rapport a la lettre a, et je dispose 
l'opération comme précédemment. 
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i6a*— 4oa»A+a5a*i*— 8oaA*c+64&»c» Uà' — Sab+ibc 

"^'^ ] Sc^—ioab+ibc 

+64a*6c 
4-4oa3è-rs5a*A* 

agreste +64a*ic— 8oa4*c+646V 

— 64fl*6c+8oaZ»^c— 64iV 

* 

Cela £ait^ j'extrais la racine quarrée du premier 
tenue i6a*, et j'obtiens 4^* pour le premier tenue de 
la radne cherchée ; j'en forme le quarré , que je rer- 
tranche de la quantité proposée. 

Je double le premier terme de la racine ^ et j'écris 
au-dessous le résultat 8a* , par lequel je divise le terme. 
— 4oû^^ qui commence le premier reste -, j'ai -^àab 
pour le second terme de la racine; je l'écris à côté de 8a% . 
je multipUe le tout par ce second terme , et je retrancho 
le résultat du reste sur lequel j'opère. 

De cette manière f ai retranché de la quantité pror 

,posée le quarré du binôme ^ — 5ab ; le deuxième 

reste ne contenant plus que le double produit de ce 

binôme par le troisième terme de la racine et le quarré 

de ce terme , je double }a quantité 4^* — Soi , ce qui 

donne 

. 8a* — looA, 

que j'écris au-dessous de 8a* — Soi, et que je prends 
pour diviseur du deuxième reste : le premier terme du 
quotient , est 8bc ; c'est le troisièmefde là ràcin^. 

Je l'écris aussi à côté de 8a* — loaft, et je multiplie 
le tout par ce teYrafe ; Je retranche lés produits du reéte 
sur lequel j'opère , qui se trouve entièreilïent détruit : 
la quantité proposée est donc le quarré'de 

^a' — Sab + Sbc. 
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II est maintenant aisé d'étendre aussi loin qu*on vondra 
l'opération ci-dessus , qui est d'ailleurs «parfaitement 
semblable à celle qu'on a enseignée poiïr les nombres. 

• '"■. 

De la formation des puissances et de V extraction ' 

de leurs racines. 

I 
12G. L'opération arithmétique d'où dépend la réso- 
lution des équations du second degré, et par laquelle 
on revient du quarré à la quantité qui l'a formé , ou 
à la racine quarrée , n'est qu'un cas particulier d'une 
autre plus générale^ servant à trouver un nombre dont, 
on connaît une "puissance quelcânque. On conçoit que 
cette opération , qui conduit à un résultat jqu'on dé-^ ; 
signe encore par le mot racine, mais en y ajoutant; 
l'indication du degré, étant inverse de celle qui sert à. 
tnançver la puissance^ ne peut être déduite que déi. 
I*e9Eamen des circonstances de cette dernière, con^md; 
cela arrive pour la division à l'égard de la multiplicae^ 
tion y avec lesquelles ce sujet a d'ailleurs des raj^>ort5 
qu'on apercevra bientôt. 

■ 

C'est par la multiplication qu'on pardent aux puis- 
sances des nombres entiers (a/f), et il est viable que ceDfâJ' 
des fractions se forment en élevant leur numérateur 
et leur dénominateur à la puissance proposée (g^)- 

Réciproquement la racine d'une fraction s'obtient , 
dans quelque degré que ce soit , en prenant celle d\i 
numérateur et celle du dénoâiinateur. 

L'usage des symboles algébilques étant très commode 
pour exprimer tout ce qui tient à la composition et à 
la décomposition des quantités , on procède d'abord à 
la formation des puissances des exprttsions algébriques ; 
car à l'égard de celles des nombres^ et qu'on a dit, n"*^, 
suffit pour les trouver. 
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Taitie des 7 pramièr^s puissances des nombres , depuis 
i jusqu'à g. 



,'. 


~ 


, 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


a' 


■ 


' 


"9 


16 


a5 


36 


49 


64 


B> 


y 


■ 


' 


a; 


&i 


ii5 


3r6 


343 


5n 


:»9 


4' 


. 


]6 


«I 


aM 


6ïfi 


I3S6 


ï4oi 


4"3e 


GWi 


S' 


■ 


*a 


a43 


.oii 


S[i5 


:î:6 


.6807 


3s;68 


59049 


6* 


. 


64 


7=9 


4og6iS6a5 


46666 


":s^9 


>6.,44 


53.44' 


7' 


I 


las'aiôî .C3a( 78iï5 


a;9936 


&i3543 


1097151 


*7tog8B: 



J*m prindpalemCTtnpportécette table, afin de mon" 
trer avec quelle r^idité s'accroÎMent leg puiesançea des 
nombres , à mesure qu'elles deviennent plus élevée» , 
mnxrque qui ^J ttè« importante pour la suite. On voit 
en effet que la septième puiseance de a est déjà ia8, 
et qoe oeUe de 9 monte i 4783969. 

On qonçoit facilement par là que les puissances des 
fractio&a proprement dites , décroissent très, rapidement, 
puisque les ptdseancea du dénoQÛnateur deviennent de 
plos en plus grandes par rapport à celles du numératepr. 

La septième poi*Mnce dfe i , par exemple , serait ^ , 
et ctSe de - serait seulement 
4780969 



D'A L G i B R fi. 1^89 

lay. 11 suit de ce que dans un produit , chaque 

.lettre a pour exposant la somme des exposans qu'elle a 

dans chacun ^dé8 facteurs (a6) , que h puissance dfune 

^quantité Tnonome se firme en multipliant l'exposant 

. tfe chaque facteur par V exposant de cette puissance* 

La[ t^c^èîne ptûssaticè de a* ft^c, par eexemple j s'ob- 
tiendra en multîpliaht les exposans a^ 3 et 1 , des lettres 
<2, b, c, par 3, exposant de la puissance demandée : on 
• âuraf a* i» c* ; /et en effet, cette puissance revient à 

Si la quantité proposée avait un coefficient numérique, 
il faudrait élever aussi ce coefficient à la puissance pro- 
posée ; ainsi la quatrième puissance de 3 a Â*^ c^ est 

"^ parce que c^e de 3 est 81. 

, 1 aS. A l'égard des signes qui peuvent affecter les quan- 
tités monômes, il faut oBseper ijiie toutes les puissances 
, dont V exposant est pair, on t le signe -f^, et que celles dont 
r exposant est impair , ont le même signé que là quan- 
tité qui les a formées. 

En effet, les puissances d'un degré pair résultent de la 
multiplication d'un nombre pair defactettrs; et les signes 
— combinés 2 à a, dans la niultiplicatîoh , donneiit tou- 
jours au produit le signe -f- (3i). Au contraire; si le 

nombre desfacteurs est impair , le produit aura le signe 

quand les facteurs en seront affectés, puisqu'il résultera 
.du produit d'un riombife pair de facteurs, et par consé- 
' quent positif , multiplié t)ar un facteur négatif. 

129. Pour revenir dé lâ'piuîsàahce à la quantité qui 
l'a fi^pnée , ou à sa racine , il n'y a qu'à renverser les 
règles données ci-deèsus ; c'est-à-dire, diviser l'expo- 
sant de chaque lettre par Celui quimarquc le degré de la 
racine qu'oH veut extraire. 
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On trouvera de cette manière la racine cubique, ou du 
troisième degré y de l'expression cfi b^ c^, en divisant par 
Sles exposans 6, 9 et 3, ce qui donnera 



Vb^ 



c. 



Lorsque l'expression proposée a un coefficient numé* 
riqne , il faut en prendre aussi la racine , pour former le 
coefficient de la quantité littérale qu'on obtient par la 
règle précédente. 

Si Ton demandait , par exemple , la racine quatrième 
de 81 a* A* c*», on verrait par la table du n° 126 , que 81 
est la quatrième puissance de 3 ; et divisant par 4 les 
exposans des lettres, on aurait pour résultat 

3ai*c5. 

Dans les cas où la racine du coefficient numérique ne 
peut se trouver par la table citée, on l'extrait par les 
méthodes que je donnerai ci-^après. 

i3o. Il est évident que l'extraction des racines ne peut 
s'effectuer surla partie littérale des monômes, qu^autaot 
que chacun des exposans est divisible par celui de la ra* 
cine; dans le cas contraire , on ne peut qu'indiquer l'opé- 
ration arithmétique qu'il faudra faire , lorsqu'on substi* 
tuera des nombres aux lettres. 

On se sert encore pour cela du signe V^~; mais pour 
désigner le degré de la racine , on met l'exposant comme 
on le voit ci-dessous , dans les expressions 

Va, \/ aS 

dont la première représente la racine cubique , ou du 
troisième degré , de a, et la seconde la racine cinquième 
de a*. 

Les expressions affectées du signe r"", de quelque 
degré qu'il soit , peuvent souvent se simplifier en faisant 



/ 
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attention que , d*aprè8 le n° 127^ ^in^ puisisance queir- 
coTUfue -d'un produit est formée du produit de la rn^mie 
puissance de chacun, des facteurs, et que , par conséquent^ 
la racine quelconque d'un produit est formée du produit 
des racines de même dégrade chacun de ses facteurs. Il 
résulte de ice dernier principe , que si la quantité sou- 
mise où radical a des facteurs qui soient des puissances 
exactes du même degré que le radical , on pourra prendre 
séparément les racines de ces facteurs , et multiplier leur 
- produit parla racine indiquée des autres facteurs. 

Soit, par exemple, 

on voit que 

9G==32X3 = 5a^3, 

que c? est la cinquième puissance de ce , 

que b7=b^,b\ 

que c^^=c^'^.c; 

on a par conséquent 

Le premier facteur ayant pour racine cinquième la 
quantité zab c^ , il vient 

|/^6â^T7^=2a6c» l/3i*c. 

i3i. Toute puissance paire devant avoir le signe + 
(128), aucune quantité affectée du signe — ne peut être 
une puissance de degré pair, et n'a point de racine de ce 
degré. Il suit de là, que tout radical d'un degré pair, 
comprenant une quantité négative , est une expression 
imaginaire : 

y— a, V/— o^, b + y— a b\ 
sont des expressions imaginaires. 



192 i L £ M B N s 

On ne peut par conséquent assigner , soit exactement » 
*9oIt par approximation, pom: les degrés dont l'escpo* 
' sant est pair , que les racines des quantités po^tives ; 
et ces racines peuvent être affectées indifféremment du 
- signe + oudusigne'-^, parce que danslun et Tautre oas 
elles reproduisent également la quantité proposée ayec 
le signe +9 et qu'on ignore auquel des deux elles appar- 
tiennent. 

Il n'en est pas de même pour les degrés impairs , dans 
lesquels les puissances ont le même signe que leur» ra- 
cines (iâ8): on doit donner aux racines Je ces degrés 
le signe dont la puissance est affectée ; et il n'y a point 
d'imaginaires dans ce cas. 

i32. Il esta propos d'observer que l'application de la 
règle donnée n° 1229 ^ pour l'extraction des racines des 
monômes, parles exposans de leurs facteurs, conduit na- 
turellement à indiquer , par des signes plus commodes 
pour le calcul que le signe f/*, les racines qui ne peuvent 
s'obtenir algébriquement. 

Lorsqu'on demande, par exemple , la racine troisième 
de a*, il faut , suivant la règle citée , diviser l'exposant 5 
par 3 ; mais la division n^ pouvant s'effectuer , conduit 
au nombre fractionnaire ^ ; et la forme que prend alors 
l'exposant du résultat indique que l'extraction n'est pas 
possible dans l'état actuel de la quantité proposée : on 
doit donc regarder les deux expressions 

3 1 

V/o* et a^ 

comme équivalentes. 

La dernière a néanmoins sur la première l'avantage 

de conduire tout de suite à la simplification dont la . 
3 

quantité y cfi est susceptible; car si l'on extrait l'entier 
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contenu- dans la fraction 7 ; on a 1 •^^ , et en ragar-* 
àAiA cette sonme^ comme fexposant d'un produit (aS) » 
on' reconnaît qne la quantité 

5 1^, * 

est composée de deux facteurs , dont le premier est a » 

et l'autre revient à V^ a*. 

t 

On conclurait la même cfaoj^ de l'expression |/a^, 
an moyen du n* i3o^ mais l'exposant frac^onnaire y 
mène immédiatement : on aura d*ailleurs occasion de re- 
connaître dans d'autres opériilions les avantages des ex- 
posans fractionnaires , et d'en justifier l'emploi. 

Pour le moment, il suffit d'observer que la division 
des exposans^ dans le cas où elle peut VefFectuer^ ré- 
pondant à l'extraction d^ racineë , on doit , lorsqu'elle 
est indiquée, la regarder comme le symbole de la même 
opération , et en conclure que les expressions 

n m 

\/c^ et a* 
«ont équivalentes. 

"Voilà encore les conventions établies sur la maiiière 
d'exprimer les puissances, qui conduisent par analogie 
et par extension , à des symboles particuliers , comme 
dans le n° 87, on est parvenu à l'expression a^=: 1 . 

i33. Je remarque à cette occasion que la règle des 
exposans, relative à la division. (36) étant appliquée con- 
formément à celle des signes relative^ a la soustrac- 
tion (220) , mène aussi à des expressions nouvelles , pour 
iine certaine classe de fractions. 

£n effet 9 on a par ces règles 
Elém, d'Algèbre. 14* édition. i3 
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mais si l'exposant n du dénominateur surpasse l'exposant 
m du numérateur , Texposaxil de la lettre a dans le 
cond membre sera négatif. 

Si, par exemple , m = a, n:=z3, on aura 



a* 






^ 



a* 1 

mais d'ailleurs^ en simplifiant la fraction -3> on trouye 3^ : 

les expressions 



a3 



i et ûT* 
a 



sont donc équivalentes. 

£n général, on a par la règle des exposans. 



a 



a"***"» * 



et d'ailleurs 



jm j 



• 



û"H-« a»* 



il résulte de là, que les expressions 



1 
a* 



sont équivalentes. 

En effet , le signe — qui précède l'exposant n étant 
pris dans le sens du n^Ga, montre que l'exposant pro- 
posé vient d'une fraction dont le dénominateur contient 
Il facteurs a de plus que le numérateur, ce qui -est bien 

— ; on peut donc, lorsqu'on rencontre l'une quelconque 
a* 

de ces expressions, y substituer l'autre. 



t ■ l 
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D'après cette observation^ la qaantité « considérée 
comme 

peut être mise sons la forme 

c'est^-dire, qu^onpeut faire passer au numérateur tous 
les facteurs du dénominateur, en affectant leurs exposons 
du signe — . ^ 

l^éciproquement, lorsqu'une quantité renferme des 
facteurs affectés d* exposons négatifs , on les met au dé^ 
nominateur , en donnant le signe -|- à leurs exposons; 
c'est ainsi que la quantité 



^ 



redevient 






e d?' 
' De laformation des puissances des quantités complexes» - 

134. Je commencerai par observer que les puissances 
des quantités complexes s'indiquent en: enveloppant ces 
quantités d'une parenthèse, qu'on affecte de l'exposant 
de la puissance. L'expression 

par exemple A désigne la troisième pidssance de la quan- 
tité 4^* — 2a6+5 6*, On marquerait encore cette 
puissance comme ci*dessous, 

4fl* — aa6 + 5"ï*^ 

i35. Les quantités binômes sont les plus simples après 

i3.. 



\ 

\ 

\ 
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les monômes; cependant , si Ton en voulait former les 
puissances par des multipfications successives , on ne par- 
viendrait de cette manière qu*à des résultats particuliers 
pour chaque puissance , comme le sont pour la deuxième 
«tla troisième, ceux que fai fait remarquer dans le nu- 
méro 34 ' on formerait cette table : 

(x+ay = x*+aax-|-a*, 
(x-i^y^a^ + 3 aa^ + 5 a^ X + c^, 
ix^aY=x^ + 4aai^ + 6a^x^ + 4€fix^a^, ' 

mais on ne saisirait pas facilement la loi des coefficiens 
numériques de ces résultats. En réfléchissant au procédé 
de la multiplication , on reconnaîtra que led coeificiens 
numériques naissent des réductions qu'entraîne Tégalité 
des facteurs qui forment une puissance , et qii*en empê- 
chant ces réductions , on rendra la composition des pro- 
duits plus évidente. 

Pour opérer ces effets, il suffit de donner à tons les 
binômes qu*on multiplie , des seconds termes differens , 
de prendre , par exemple , 

x+a, a:-|-i, or-f-c, x+d, etc. 

£n eifectnant les n&ultiplications que je vais indiquer», 
et en plaçant dans une même colonne les termes affectés 
d*«ne même puissance de x, il est aisé de trouver que 



/ 
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ojbcd 
(x+a) (a;+i) (x+c) (x+d)=a:*+aa:3^^^.^c6cx+ 

-j-ix^-|- ocx^+aictr 

■Sans poqsser plus loin ces produits^ on peut déjà reçon- 
uaitre la loi de leur formation. 

. En concevant que tous les termes affectés de la même 
puissance de a; ^ et placés dans la même colonne » n'en 
forment qu un seul ^ comme , par exemple ^ 

aa:^ + 6x^+cx' + da:'= (a+A+c+d) a?\^ 

et ainsi des autres , 

1®. On trouve dans chaque produit un terme de plus 
qu'il n*y a d'unités dans le nombre de ses facteurs; 

Q,^. U exposant de xdans le premier terme est le même 
que le nombre 4es facteurs, et va en diminuant de l'unité, 
d*un terme au suivant ; 

3®. La plus haute puissance de xn'a pour coefficient 
que l'unité; celle qui la suit, ou qui a une unité de moins 
dans son exposant, est multipliée par la somme des se- 
conds termes des binômes ; celle qui a deux unités de 
moins dans son exposant , l'est par la somme des divers 
produits qu'on obtient en multipliant , deux à deux , les 
seconds termes des binômes; celle quia trois unités de 
moins dans son exposant , l'est par la somme des divers 
produits qu'on obtient en multipliant , trois à trois , les 
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seconds termes^des binômes ^ et ainsi de suite ; enfin, dans 
le dernier terme, V exposant de x , étant censé égal à 
^ro (37) , se trouve composé du plus hauP exposant , 
diminué d'autant d'unités qu'il y en a dans le nombre 
des facteurs, et ce terme contient le produit de tous les 
seconds termes des binômes. 

II est facile de voir qae la forme de ces produits doit 
rester soumise aux mêmes lois^ quel que soit le noml>re 
de facteurs ; cependant on peut encore en avoir une 
preuve autre que l'analogie. 

i36. n est d'abord évident que tout produit de cette 
espèce doit contenir les puissances successives de x , de- 
puis celle dont l'exposant est égal au nombre des facteurs 
qu'on a multipliés , jusqu'à celle dont l'exposant est zéro. 
Pouf désigner généralement le résultat, on exprimera ce 
iiomI;>re par la lettre m \ les puissances successives de x 
seront indiquées par 

on mettra les lettres u4y B, C, , . . . K, 

pour les quantités qui doivent les multiplier, à partir de 
•jjm— I . jjj^g ]g nombre des termes qui dépend des valeurs 
particulières données à l'exposant tm, demeurant indéter- 
miné , tant que cet. exposant n'est point fixé , on ne peut 
écrire que les premiers et les derniers termes de l'exprès-»- 
aion , et on indique par une suite de points les termes in- 
termédiaires qui sont sous-entendus. 

C'est ainsi que la formule 
ar^ + ^x"^» 4. ^x'"-^+ Cx"»-3 ^y^ 

représente le produit d'un nombre quelconque m de fac- 
teurs, x+a, a; +i , x + c, v-i-d , etc. 

Si on le multiplie par un nouveau facteur x -f- A il 
viendra 
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Il est évident , i"*. que si j/^ est la somme des m seconds 
termesfa, 6, c, d, etc., ^+Z sera celle des 7ii+ 1 secpnds 
termes a, 6, c, J,etc. Z, et que par conséquent la compo- 
sition assignée à ce coellicient sera vraie pour le produit 
du degré 7»+ 1 , si elle est vraie pour celui du degré m, 

s^. SiB est la somme des produits des m quantités 
c, 6 , c^ tZ, etc. prises deux à deux, jff +/-^ exprimera 
celle des produits de 7» + 1 quantités a, i, c, d, etc. Z, 
prises aussi deux à daux; car y^ étantlasomme deypre- 
mières , iJt sera celle de leurs produits par la nouvelle 
quantité introduite Z ; donc la composition assignée sera 
vraie pour 4e degré m + 1 j^ si elle Test pour le degré m, 

3°. Si C est la somme des produits des m quantités- 
a, i, c, d, etc. prises trois à trois, C -^ IB sera celle 
des produits des 771 + 1 quantités a, b, c, d,etc. Z, prises 
aussi trois à trois , puisque Z B , d'après ce qui jprécède , 
exprimera la somme des produits des premières prises 
deux à deux , multipliés par la nouvelle quantité intro- 
duite Z: donc la composition assignée sera vraie' pour le 
degré 771 + 1 , si elle a lieu pour le degré 771. 

On voit que cette manière de raisonner s'étend à tous 
les termes , et que le dernier Z Y sera le produit des 
m+ 1 seconds termes. 

* Les remarques énoncées dans le numéro i35 étant 
vraies pour le quatrième degré, par exemple, le seront, 
suivant ce qu'on vient de voir , pour le cinquième, pour 
le sixième ; et en s' élevant ainsi de degré en degré, elles 
seront prouvées en général. 

Il suit de là que le produit d'un nombre quelconque 
J7ide facteurs binômes a: + fl,a;-f-i,j;-4^c,a?-f-d, etc. 
étant représenté par ^ ' 

' x^ + J a;"*""' 4- B x**-* + C x"»-^ ^ etc. , 

y^seratoujours la somme des 771 lettres a, 6, c, etc., Scelle 
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des proAotftd* cm qnaatitéi prises deux à detnr, CceBe 
des prodoita de on quantités prises trois a trois, et ains 
de suite. 

Fonr embrasser la loi decette expression dans nn seni 
termej'en coosîdéreraiifn placé dans ttnrangîndéfenmné» 
et qne, pour cette raison, je représenterai par IVx*"^. 

Ce terme sera le second, si Ton £ait n= i ; le troi- 
sième, si Ton fait iiF=a; Te onzième, siFon fait n = lo, etc. 
Dans le premier cas , la lettre N sera la somme des m 
lettres a, i, c, etc. ; dans le second , ceBe de leurs pro- 
duits deax à deux; dans le troisième, celle de lenrspro- 
doits dix à dix; et en général celle del^arsprodoits nkn^ 

iS/. Pour changer les prodnits 

(x + a) (x+6)(x + c)(x + J),etc., 

dans les puissances de x «^ a , saroir, en 

(x+a)-, (x + ay, 

(x-|-a)*, etc., 

il snilit de faire dans fes déyefcppemens de ces prodnks , 

az=zb=ic=d, etc. 

Tontes les quantités qni multiplient nne même puissance 
de X , deviendront alors égales entr'elles : ainsi le coef- 
ficient du second terme , qui , dans le produit 

(x + a.) (x + i) (x + c) (x+rf)csta+^+c+J, 
se changera en 4 ^ > celui dn troisième terme dans le 
même produit, étant 

ab + ac + ad + bc + bd + cd, 

deviendra 6a*', et de là il est aisé d'aperceroir que les 
coefliciens des diverses puissances de x se changeront 
en une seule puissance de a, répétée autant de fois qu'il» 



ont d« termes^ et marquée p^r le nombre de facteurs que 
contiennent ces tenfies. Ainsi \ le coeificient iV qui multif 
plie la puissance i"^*, dans la développement général^ 
sera la puissance n de a, ou o^i répétée autant de fpi3 qu on 
peut former de produits differens en prenant dç toutes les 
manièrespossibles un nombre n delettres sur un npmbrç m; 
c'est donc à la recherche dénombre de ces produits qu'est 
ramenée celle du coefficient du terme affecté de x*^*. 

^ i38. Pour parvenir à découvrir le nombre dont il s'a- 
git , il faut d'abord distinguer les arrangemens ou per- 
mutations , des produits ou combinaisons. Deux* lettres, 
c et i, ne donnent qu'un produit, mais sont susceptibles 
de deux arrangemens, abetba; trois lettres , a îc, qui 
ne donnent qu'un produit , sont susceptibles de six ar- 
rangemens ^88) , et ainsi de suite. 

I ■ • * - 

Afin de fixer les idées, je suppose qu'il y ait en tout 
jQ lettres, 

a, i, c, d, e,f,g, h, i, 

et qu'il soit question de les arranger 7 à 7 ; il est évident 
qu en choisissant comme on voudra un arrangement de 
six de ces lettres , ab cd ef, par exemple , on pourra y 
joindre successivement chacune des trois lettres restantes 
g, h et i y et on aura de cette manière trois arrangemens 
de 7 lettres , savoir : 

abcdefg, abcdefhy ab c d efi. 
Ce qu'on vient de dire sur un arrangement particulier 
de six lettres, conviendra également à tous ; et on en doit 
conclure que chaque arrangement de six lettres en don- 
nera trois de sept lettres, c'est-ànjire, autant qu'il reste de 
lettres qui n'y sont pas employées. Donc, si le nombre des 
arrangemens de six lettres est représenté par P, on aura 
celui des arrangemens de sept lettres en multipliant P par 
3ou9— 6. Remplaçant les nombres 9 et7par th. et par». 
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et regardant P comme le nombre des arrangemen» dont 
sont susceptibles m lettres prises en nombre n — i , le rai- 
sonnement ne changera pas, et on aura encore pour le 
nomlH'e des arrangemens composés de n lettres , 

P[77i — (n — 1)3, ou P(m-r-7l + l). 

Cette formule renferme implicitement tous les cas par- 
ticuliers. Pour en déduire, par exemple, le nombre d'ar- 
rangemens de m lettres prises deux à deux, on fera 7i= a, 
ce qui:donnera 

n — 1 = 1, 
et on aura 

P = m\ 

car P égalera alors le nombre de lettres prises une à une : 
il résultera donc de là 

m (m — a+^) cm m(jn — i). 

Posant ensuite 

Pz=zm(m — i) et ji=:3, 

on trouvera pour le nombre d'arrangemens dont sont sus- 
ceptibles m lettres prises 3 à 3 , 

m (m — i)(w» — 3 + i)=zm(m — i) (wi — a). 

En faisant 

P=z m {m — i) \Tn — 2) et n = 4> 

on obtiendra 

m (^m — i) (7» — a) (m — 3) 

pour le nombre des arrangemens 4^4- On calculera donc 
ainsi de proche en proche les expressions duhombre d'ar- 
rangemens formés d*autant de lettres qu'on voudra (*). 
139. Pour passer maintenant du nombre des arran- 



(*) Dans CCS arrangemens, on cxcint les repe'tilions <lc la mêoïc 
Icttrt , parce qii« la recherche qui nous occuiw n'en admet point j 
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gemens de n lettres^ à oelui des produits différens^ 
il faut conniâtre le nombre 'd'arrangemens dont un 
même produit est susceptible. Pour cela, on obser- 
vera que si, dans l'un quelconque de ces arrangemens, 
on fixe une des lettres à la première place , on pourra 
faire entre toutes les autres autant de permutations que 
le comporte un produit de tiX- i lettres. Je prends pour 
eocemple le produit ab cd efgy composé de 7 lettres; on 
]^éut, en laissant a à la première place , écrire ce pro- 
duit d'autant de manières que le produit de six lettres , 
b cdefg, admet d'arrangemens ; mais chaque lettre du 
produit proposé peut être première à. son tour : ainsi , 
nommant Q le nombre d'arrangemens dont est suscep- 
tible un produit de 6 lettres , on aura Ç X 7 pour celui 
des arrangemens d'un produit composé de 7 lettres. Il suit 
de là que si Ç désigne le nombre d'arrangemens que peut 
fouijair un produit de 71 — 1 lettres , Qn exprimera le 
nombre d'arrangemens d'un produit de 71 lettres. 

Tous les cas particuliers se déduisent sans peine de 
cette formule ; car en faisant n=: a , et en observant que 
lorsqu'iln'y a qu|une seule lettre^ Çz=: 1 , il vient 1 Xû=a 
pour le nombre des arrangemens d'un produit de deux 
lettres ; prenant ensuite Q = 1 x 2 et /i = 3 , on aura 



n^ais la thcorie des permutations et des combinaisons , serrant de 
base an calcul des probabilités, présente des questions oii cette cir- 
constance peut avoir lieu. Pour en calculer PefFet, dans Pexcmple 
dont je me suis servi , il suffira d'observer qu'on peut écrire in- 
, dififéremment chacune des 9 lettres a, ^, c, ^9 «» /*» ^> ^> »*» ^ 
la suite du produit de 6 lettres c b c d ef. £n nommant donc jP le 
nombre d'arrangemens de cette espèce, on aurai P X9 pour le nombre 
d'arrangemens de 7 lettres. Par la même raison , si P désigne le nombre 
d'arrangemens de w» lettres prises n — i à n — i , celui des arrange- 
mens n\kn sera Pm. 

Cela posé , le nombre d'arrangemens de m lettres prises i h i étant 
évidemment m, celui des arrangemens a à '2 sera m X "^ y ou m* ; ce- 
lui des arrangcn^ens 3 à 3 scramX^AX'") on iri^j et enfin f»" expri« 
mcra le nombre d'arrauRcracns n à n. 
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1 X3X3=fipoiir le nombre d'arrangemens d*aii prodoit 
d* troislettres;faisant encore Q= 1X9X3 et» = 4» 
il enrésuhera iXsx3x4>OQ a4 arrangemens posâhleB 
dans un produit de 4 lettres , et ainsi de 9uite, 

l4o. Ce qui précède étant bien copipris, il est facile 
de voir qu'en divisant le nefQibre total des arrang^joiens 
de n lettres^ fourni par les m lettres proposées^ p^ le 
nombre des arrangemens dont un même produit est sus- 
ceptible ^ on aura pour quotient le nombre des produit:» 
difierens qu*on peut faire en prenant de toutes les ma- 
mères possibles njfacteufs parmi ces m lettres. Ce nomhru 

?era donc exprimé par ^ "J" 'T -J. (♦) -, et d*après ce 

, „ - -P(m— »+i) . ,.^-, , ^ 
eu on a vu n** 107 , — ^^ — r: ■ a"x"^*seraleterme 

affecté de a:*"^^îans le développement de (x+a)*, 

Il est évident que le terme qui précède celui-ci , sera 
p 
exprimé par-r^a""' x*»-»^» ; car en remontant vers le 

premier terme , Vexposant de x augmente d'une unité , 
et celui de a diminue d'autant; de plus , P et Q sont le» 
quantités relatives au nombre n — i . 



(^ U est à propos de remarquer qa''en y faisant saccessivemeut 

la formule ^^"-"-^'^ dcTieo. 

m{m — i) m (iw^i) (m — a) m (m-^i) (m — a) (m~3) 

i.a ' Tm ' i.a.3.4 '^^' 

nombres qui expriment respectivement combien on peut faire de coni' 
Kinaisons avec un nombre quelconque m de cboscs, en les prenant 
deux à deux , ou trois à trois , ou ifualie à quatre, etc. 



ÎV 
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i^i'.SironfaitrjnssiW, les deux termes consécutifs. 

hidiqilés ci-dessus , deviendront 

t 

Ifa»-» a:«-«+» et jlf ^^ ~ ' ^ ■ c«a?"^", 

résultats qui montrent comment chaque terme du déve- 
Io|rpement de ( a: + ^)"* se forme de celui qui le précède. 
ïiiji ^partant du premiet tertiie , qui est it "* , on 
arrive au sc^çpnd , en faisant 71=1 : onail/=i, 
puisque a^n'z pour coefficient que Tunité ; et il en 

résulte ax^'^^y ou — r- aa:"*"". Pour passer au 

troisième terme , on isàt M-sn — . et inxai, ce qui donne 

mfjn — 1 j - ■ - _ . , If. « 

— ^ — P — - ûTo:"'"*. hp quatneme s obtient par la sup- 

poâîtibfa de llî±± — % — mLi let n ri 3 , qui conduit à 

— \- r-^ =T-^ a^af^'^y et aiuëi de suite, ce qui 

produit la formule 



1 1.2 



-I ■ ■■ ^> ■ '• < cr^a:"*-^ + etc. , 

1 . a . 3 ' 

que Ton peut convertir dans cette règle : 

Pour passer d'un terme à celui qui k suit, multipliez 
le coefficient numérique par l'exposant de xdans le pre* 
mier; divisez par le nombre qui marque le rang de ce 
terme; augmentez de l'unité l'exposant de a, et diminuez 
pareillement, celui de x. 

Quoiqu'on ne {Puisse fixer le nombre des termes de 
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cette formule qu'en assignant une valeur particulière à 
m , il ne doit cependant rester maintenant aucun dotrte 
sur la loi que suiyeiit les termes de la formule , qnel^ 
qu'éloignés qu'on les suppose du premier; et on voit que 

m(77i — i) (m— fl) (m— n-f-i) 

5 ar^x/" 

X • ^ • V • • • • #• 

exprime le terme qui en a n ayant lui. 

Cette dernière formule s'appelle le terme général de 
la suite 

x«-| aa:*-*-4 ^ ^ a*a:*^+etc., 

parce qu*en faisant successivement 

71=1, 7i=a, 7i=:3, etc., 

elle donne tous les termes de cette suite. 

142. Appliquons maintenant la règjle du numéro pré^ 
cèdent à la formation du développement de ( a? -f" ^)'» 
le premier terme étant 

3* ou (fj;?ÇZj),^ • 

le second sera 

5 

-a^x^ ou 5ax^. 
1 

le troisième 

-a^x? ou 100*0:', 

a ' 

le quatrième 

le cinqmème 

10 Xa. c^ 
j — crx ou bcrx. 

4 • 

le sixième 

» crx^ on a*. 
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Le déveioppement s'arrête ici , parce que pour passer 
au terme suivant^ il faudrait multiplier par l'exposant de x 
dans le sixième , et que cet exposant est zéro. 

C'est aussi ce que montre la formule ; car le septième 
termte ayant pour coefficient numérique , 1 

mQm — ;i) (/n — fl) (/n*— 5) (7g — 4) (^ — 5) 
i.a.3.4*^*^ * 

contient dans le cas actuel , le facteur m — 5 , qui de- 
vient 5 — - 5 ou o ; et ce même facteur entrant dans les f 
termes qui viennent après ^ les rend tous nuls. 

En réunissant les termes que j'ai çbtenus ci-dessus ^ 
il vient 

( a? + a)*= or^ + Boa:* + 1 00*0:' -f- 1 oa^o:* -f- So+o; -f- û*^ 

■ < 

143. On déduirait en général de .la formule du nu- 
méro i4i > le développement de la puissance quelconque 
d'uà binôme quelconque. Si l'on avait, par exemple, à 
former la sixième puissance de Qx^ — 5a^ , il suffirait 
de remplacer dans la formule les puissances de a: et de a 
par celles de lia:? et de — 5a^ respectivement, puisque 
si l'on faisait 

!^r=.a/ et — 5 a' = af , 
on aurait 

(2x3— 5a3)6=:(a/ + a')6= ... : 

+ iSaf^x'^+Gaf^x' + a!^ (141), 

et il resterait à substituer pour x' et pour af les quantités 

que ces lettres désignent. On trouverait 

(2x3/+ 6( — 5a3) (2x3)5-1- i5( — 5a8)» (2x^)4 
+ 2o( — 5a3)3 (2x3)3-1- i5( — 5a3)4 (a^S)^ 
4. G( — 5a3)3(2x3) -)-(_5a3)6, 

ou 640:*^ — gSoa'ajis ^ Soooa^x" * 

— 2ooooa9x9 -|- 37600 a" x* 
— 37500a* V+ 16625 a*^ 
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Les termes de ce déyeloppément sont alternatire— 
ment positifs et négatifs ; et il est visible qu'il en sera 
toujours de même , lorsque le second terme du binôme 
proposé aura le signe -^. 

144. On prépare la formule du numéro i4i » d'une 
manière qui en facilite Fapplication dans les cas ana- 
logues au précédent. 

En observant que 

elle peut être écrite ainsi 

' i a: * 1 . a a;* • 

ce qui revient à 

Cl i 1 • a a:* 

en isolant le facteur commun af^. Pour calculer par 
cette formule , il faut former la suite des nombres 

m m — 1 m — a m — 3 

T\ ~r^* "T^* "T"' ^*^'' 

.a 
multiplier d'abord le premier par la fraction - » puû /• 

a 
résultat par le second, et encore par la fraction - , puis 

• a 
encore le résultat par le troisième et par la fraction -, et 

ainsi de suite ; ajouter la somme de ces termes à Vur^itép 
et infin multiplier le tout par le fadear x". 

Dans l'exemple (aa:^ — 5a»)«, il faut écrire (aa:')* à 
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la place de x"*, et -^ — s à celle de -. Je laisserai au 

lecteur le soin d'effectuer le calcul (*). 

145. On ramène facilement le développement de la 
puissance d'un polynôme quelconque , à celui des puis- 
simçes du hi^oipe, ainsi que îe vais le montrer^ en i^c*- 
mant la troisièpiç puissance du trinpnçie a-^hr\r ^^ 

Je fais d'abord h -\-c'=.m^^ j'obtiens 

mettant ensuite pour m le binôme A -|^ c , qu'elle re- 
présente ,• j'ai 

H ne reste plus qu'à développer les puissances du binôme 
h*^Cy et à effectuer, sur ces puissances, lesmultiplicar 
tions indiquées, ce qui donnera 

a? + 3a»4 + 3aJ* -f- 6» 
+ 3a*c 4- 6aic + 36*c 
+ 3ac* + Zb& 

De l'extraction des racines des quantités complexes, 

146. Ayant exposé la composition des puissances 
des quantités complexes, je vais passer à l'extraction 
de leurs racines , en commençant par la racine cu- 
bique des nombres. 

• Pour opérer l'extraction de la racine cubique des 



{*) La foKxnuIeda deVeloi^xanent de (x +«}'" convient à tomeà 
Iw Tuleui» de l'exposant m , et s'applique également au cas oîi cet 
cxppsant serait fractionnaire ou négatif. Cette propriété, qui est 1res 
importante , est prouvée dans le Complément de ce Traité 

Elém. d Algèbre, 14® édition. 14 
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nombres , il faut d'abord connaître les cubes des nom- 
bres d'un seul chiffre ; on les trouvera dans la seconde 
ligne de la table ci-dessous : 

1 ^3456789 
I 8 37 64 1^ âi6 343 Sis 729 

et le cube de 10 étant 1000 , tout nombre de trois chif- 
fres ne renferme que le cube d'un nombre d'un seul. 

La formation du cube d'un nombre de deux chifires 
s'opè^ d'une manière, analogue à celle du quarré ; car 
en décomposant ce nombre en dixaines et en unités^ 
désignant ensuite les premières par a^ les secondes par 
i^ il vient 

ce qui fait voir que le cube, ou la troisième puissance 
d'un nombre composé de dixaines et d'unités , renfermm 
quatre parties , savoir : le cube des dixaines, trois fois 
le quarré des dixaines multiplié par les unités , trois fois 
les dixaines multipliées par le quarré des unités, enfin 
le cube des unités. 

Soit 47 le nombre dont on demande la troisième puis- 
sance ; en faisant a = 4 dixaines ou 4o> 6=7 unités, 
on trouvera 

0^ = 64000 
3fl»i = 33Goo 
3a**= 588o 

y= 545 . 

Total io38a3 = 47X4';x é{j. 

Pour revenir maintenant du cube io38a3 à sa ra- 
cîne 47 1 o^ remarquera d'abord que 64000 , cube 
des dixaines 4 > n*^ point de chifires significatifs d'un 
ordre inférieur aux nulle ; on peut donc , dans la 
recherche du cube des dixaines^ faire abstraction des 
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centaines, des dixaines et des unités du nombre io38a5. 
D'après cela , en disposant l'opération comme pour 
Textraction de la racine quarrée , on séparera les trois 
premiers chiffres sur la droite par une io3,8a3 1 ^'j 
virgule ; le plus grand cube contenu g y 
dans io3, sera celui des dixaines. Cbi 



48 



verr^ par la table précédente que ce Sg 8,i23 
cube est G4 1 dont la racine est 4 ; on posera donc 4 âî la 
place destinée à la racine. On retranchera ensuite 64 
de io3 ; et à côté du reste Sg , on abaissera les trois 
derniers chiffres. Le reste total, SgSaS , contiendra en-^ 
core trois parties du cube , savoir , trois fois le quarré 
des dixaines multiplié par les unités , ou So^A, trois 
fois les dixaines multipliées par le qiiarré des unités ^ 
ou 3 ai* , et le cube des unités , ou 6^. Si Ton avait la 
valeur du produit Zc^h , comme on connaît déjà les. 
âixaines a, en divisant ce produit par 5a^ , on obtie^r^ 
drait ils unités b ; mais quoiqu'on ne connaisse . pas 
Sc^b , on sait cependant que ce produit ne doit avoir 
auÉun chiffre significatif d'un ordre inférieur aux cen-, 
laines , puisqu'il contient le facteur a* qui exprime le 
quarré des dixaines : il ne peut donc se trouver que, 
dans là partie SgS , qui reste du nombre 39803, après 
qu'on en a séparé les dixaines et les unités, partie qui 
contient en outre les centaine? que fournissent le produit. 
3ai* des dixaines par le quarré des unités, et le cube fr' 
des unités. 

En divisant 398 par 48, qui exprime, dans l'exemple 
proposé, le triple quarré des dixaines , 3a* ou 3 X 1 6 , on 
trouvera pour quotient 8; mais ce qui précède fait voir; 
qu'on ne doit pas adopter ce chiffre pour les unités de 
la racine cherchée sans l'avoir vérifié , et cela en formant 
les trois dernières parties du cube que doit contenir le 
reste 39823. En faisant 6 = 8 , on trouve 

14*. 
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3c** = 384oo 

3cA*= 7680 

b^= 5ia 



Total 4659a 

et ce résultat , surpassant ZqSqS, prouve qu'il faut éhm-^ 
ouer le nombre 8 pris pour les unités. En essayant 7 de 
U même manière , on voit qu'il satisfait aux conditions , 
et que par conséquent 4? ^st la racine demandée. 

A|U Ueu de faire la vérification que je viens d*eii]b- 
ployer , on préfère ordinairement d*élever immédiate- 
^i^nt au cube le nombre qu'expriment les deux chiffrée 
ti;oijiyés, en le multipliant par son quarré. £q opérant 
^iiMi snÊf 41^, on trouvera 

48x48x48=110592, 

et ce nombre , étant plus grand que le proposé icS6sS, 
QKHitre encore que le chiffre 8 est trop fort, 

V47. Ce qu'on a pratiqué sur l'exemple ci-dessus doit 
§*effectner de même sur tous les uQmbres eifprimés par 
plus de trois chiffres et moins de 7. Ayant séparé les 
trois premiers vers la drpîte , on chercliera le plus grand 
cube contenu dans la partie restante à gauche ; on por- 
tera sa racine à la place qui lui est destinée ; on retran* 
chera ce cube de la partie du nombre proposé sur la- 
iquelle on a opéré ; à côté du reste , on abaissera les trois 
derniers chiffres ; on séparera les dixaines et les unités, 
et op divisera ce qui reste à gauche par le triple du 
quiirrè des dixaines trouvées ; mais avant* d'écrire le 
quotient a la racine , on le vérifiera en élevant an cube 
U nombre qu'exprime ce chiffre joint aux dixaines 
CUfinuet. Si le résultat de cette opération est trop fort, 
on diminuera le chifire des unités ; on procédera à une 
nouvelle vérification , et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on 
trouve un résultat égal au nombre proposé , on moindre 
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qtte ce nombre , s'il n'est pas un cube parfait. Dans ce 
cas > la racine trouvée n'est que celle du plus granj 
cube qu'il contient. Comme on a souvenft des restes tfAi 
considérables , voici à quoi on pourra reconnaître Sè la 
chiffre des unités n'est pas trop faible. 

Le cube dea-j-b, lorsqu'on fait fr = i , devient celui 
de a -f- 1 , et a pour expression 

0^+30*4.304. 1/ 

quantité qui surpasse a^> cube de a , de 

3a* 4. 3o 4- 1. 
Il suit ile )ii que tant que le reste JPune extraction de 
la racine cubique sera moindre que trois fuis le quarré 
de la racine , plus trois fois la racine , plus l'Unité , 
cette racine ne sera pas trop faible. 

148: Pouf extraire la racine de io58a38i7, on ob- 
servera d'abâM que, quel que soit le nombre de chiffres 
dé€ètte racine , si on la décompose en unités et dixaines , 
le cube de celles-ci ne pourra faire partie des ttois 
derniers chiffres yers la droite, et devra par consé- 
quent se trouver dans loSSaS. Mais le plus grand cube 
contenu dans loSSaS aura plus d'un chiffre à sa racîîÉe , 
qui pourra par conséquent se décomposer en unités et 
dixaines ; et le cube de ces dixaines , ne descendant pas 
au-dessous des mille, ne pourra faire partie ,des trois der- 
niers chiffres SaS. Si , après la séparation de ceux-ci , il 
restait encore plus de trois chiffres vers la gauche , on ré- 
péterait le raisonnement précédent, et Ton parviendrait 
ainsi à marquer la place du cube des unités de l'ordre 
le plus élevé de la racine cherchée, en partageant le 
nombre proposé en tranches de trois chiffres , en allant 
de droite à gauche , la dernière pouvant en contenir 
moins de trois. 

Cela posé , après avoir préparé l'opération comme 
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L*expfieabaa de Fexenple 
derèjg^ BI ' ^iéijfc .Sîkiiii rawhit propofléaf^ 
de plM>, OB coat iwM fatt F u y é i atk m comme on Fa 

la tmififf ; et il «e ÏMt à tMf pas mastqacr de 
■m zér» à la facÎBe, si le oGnLbre à cËrbcr sbt 
la gBidie da reste , ne coateoct poêist cdni par le^pel 
il fmÉt le dhîscr : cm descendrait ainrs la tranciie 
Yscte, et on cpefCTait sur cette 
mmf sar les précédentes. 

1^. Pinqae le cube itua^efratûrm l'obûent en ontA 
ttpSoMt cette fmctif^ii par son quarré ^ cm , ce qui rp- 
^kêmke , en cmAomU son mmtenatesjT , et en cubamt 
demomûnateur , il :^*ensort qn'oa reCé-^mbera sur la 
foctme, en premaU celle du mauvcau aumÊerateuT et LcéL 

dumouveiuidenomimatemr.ljtcwbeèe'K, par exemple. 
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est i-^; prenant la racine cubique de laS et celle de 

5 
ai 6, on retrouve g. 

Tel est le procédé qu'il faut suivre lorsque le numé- 
rateur et le dénominateur sont tou? deux des cubes par- 
faits : mais lorsque cela n'a pas lieu , on s'épargne la 
peine d'extraire la racine du dénominateur, en mul- 
tipliant par son quarré les deux termes de la fraction 
proposée ; car le dénominateur résultant de cette opé-;. 
ration se trouve le cube du dénominateur primitif, et 
il ne reste qu'à prendre la racine du numérateur» Si Ton 

3 
avait , par exemple , ? , en multipliant les deux termes 

de cette fraction par â5 , quarré du dénominateur, on 

aurait _ZË_ 

5x5x5'^ 

la racine du dénominateur est 5 : quant à celle de 76 , on 
trouve qu'elle est entre 4 et 5. En se bornant à 4> on aura 

4 3 , . , 

7 pour la racine cubique de ? , à moins d'un cinquième 

près. Pour avoir une exactitude plus grande , il faudra 
extraire la racine approchée de yS par les moyens que 
j'indiquerai plus bas. 

Lorsque le dénominateur sera déjà un quarré parfait, 
il suffira de multiplier les deux termes de la fraction par 
la racine quarrée du dénominateur. Ainsi pour trouver 
la racine cubique de 4 > je multiplie les deux termes par 
3, racine quarrée de 9, et j'obtiens 

12 
3x5x3' 

prenant la racine du plus grand cube 8 contenu dans 1 2, 

il vient 5 pour la racine cherchée , à moins d'un tiers. 

1 5o. Il suit des n° 97 , 98 et 126 , que les puissances 
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de* fractions irréductibles sont aussi des firactions irré- 
dncdbles > et que par cooséqaent la racine cobiqoe d'un 
nombre qui n*est pas un cube parfait, ne peut s'exprimer 
exactement par aacnne fraction , qnelqne grand qae soit 
te dénominateiir : c'est donc nne quantité inrationnelley 
mms d'one tspèce différente de la racine quarrée ; c»'le 
pins souvent il est imposable d'exprimer l'une par l'autre. 

i5i. On pourrait obtenir la racine cubique appro- 
chée , par le mo^en des fractions ordinaires^ en se ser- 
vant d*nn procédé analogue à celui que j'ai £ût 
eomuntre, n** io3 , sur la racine quarrée, et trop Ëuâle 
i ima^er pour que]e m'y arrête , rn^pi'il serait d'ail- 
lenn peu commode. 

La meilleure manière d'employer les fractions ordi- 

mdres pour cette recherche , consiste à extraire la racine 

en fractions d'une espèce donnée. Pour obtenir ^ par 

exemple , la racine cubique de da , à moins d'un cm- 

qoième d'nmté, on observera que le cube de \- est rîr » ^-^ 

on réduira par conséquent aa en ^^ : la racine de fv/io, 

étant prise en nombre entier, on aura V > ^^ ^ f > pour 
celle de ss. 

i5â. Le moyen le plus en usage pour extraire par 

approximation , la racine cubique d'un nombre , consiste 

à convertir ce nombre en fraction décimale , mais m 

observant que ce ne peut être qu'en millièmes ou en 

millionièmes, etc., parce que les dixièmes deviennent 

des millièmes lorsqu'on les élève à la troisième puis* 

sance, les centièmes se changent en millionièmes, et 

en général , le nombre des chiffres décimaiix qui se 

trouvent au cube est triple de celui que contient la 

racine. Il faut conclure de là qu*on doit mettre à la suite 

du nombre proposé , trois fois autant de zéros qu'on 

veut avoir de décimales i sa racine. On fera ensuite 

l'extraction d'après les règles exposées dans ce qui pré- 
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cède ^ et on séparera au résuhat le nombre demandé de 
chiffres décimaux. 

Si Foh voulait avoir, par exemple^ la racine cubique 
de 32279 à moins d*uu centième près, on écrirait six 
zétos à la^uite de ce nombre, et on extrairait, d'après 
la règle, la racine de 3^7000000. Voici l'opération : 



327,000,000 


688 


216 

t 


io8 


1110,00 
3i44;3a 


1387a 



' lô 568o,oo 
325 660 672 

1 339 328 

On séparerait ensuite deux dhîffres décimaux sur la 
droite du résultat , et on aurait 6,88 ; mais il sera plus 
exact de prendre 6,8g ; parce que le cube de ce dernier 
nombre, quoique plus fort que 327 , en approche da- 
vantage que celui de 6,88. 

Si le nombre proposé contenait déjà des décimales , 
*1 faudrait, avant de commencer l'extraction, mettre à 
sa droite autant de zéros qu'il serait nécessaire pour 
rendre le nombre de chiffres décimaux multiple de 3. 
Soit, par exemple, 0,07, on écrira 0,070 : prenant la 
racine de 70 millièmes, on trouvera 0,4. Pour pousse^ 
Feocactitude jusqu'aux centièmes , il faudrait mettre 
encore trois zéros de plu^, ce qui ferait 0,070000. La 
raone de 70000, extraite en nombres entiers , étant 41 > 
celle de 0,07 , à moins d'un centième près , serait 0,41 • 

i53. Après avoir fourni les moyens d'extraire la ra- 
cine quarrée et la racine cubique des nombres, la for- 
mule du binôme conduit à un procédé analogue pour 
obtenir la racine d'un de^ré quelconque; mais avant 
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d'exposer ce procédé, je ferai quelques remarques sur 
l'extraction des racines dont Yexposant est un nombre 
qui a des diviseurs* 

L'extraction de la racine quatrième peut s'effectuer 
an moyen de deux extractions successives de la racine 
qnarrée, car en prenant d'abord la racine quarrée d'une 
quatrième puissance, de o^, par exemple, on tombe sur 
le quarré, ou a* , résultat dont la racine quarrée esta, 
ou la quantité cherchée. 

On verra de même que trois extractions successives 
de la racine quarrée équivalent à Fextraction de la ra- 
cine huitième , puisque la racine quarrée de a' est a* , 
que celle de o^ est o^ , et qu'enfin celle de a^ est a. 

n est évident de cette manière , que toute racine d'un 
degré marqué par quelqu'un des nombres a, 4> 8> >6, 
3ii, etc., c'est-à-dire par une puissance de a, s'obtiendra 
par une suite d'extractions de la racine quarrée. 

Les racines dont les exposans ne sont pas des nombres 
premiers , peuvent se ramener à d'autres d'un degré 
moins élevé ; la racine sixième , par exemple , s'obtiendra 
par une extraction de la racine quarrée suivie d'une 
extraction de la racine cubique. Pour s'en convaincre , 
il suffit d'observer qu'en opérant ainsi sur a^ , on trouve 
d'abord cf, puis a; on pourrait aussi prendre d'abord 
la racine cubique , ce qui donnerait a*, puis la racine 
quarrée, et on aurait a. 

164. Je passe maintenant à la méthode générale, que 
j'appliquerai an cinquième degré. Sa marche sera pins 
facile à saisir sur un cas particulier; et en la rapprochant 
des règles que j'ai données pour l'extraction de la racine 
quarrée et pour celle de la racine cubique , on verra 
sans peine comment il faut opérer pour un degré quel- 
conque. 



ty' A is o à B i\ B. âig 

Soit donc à extraire la racine cinquième de fi3i554oo7; 
J'observe d*abord que le plus petit nombre de a chifires, 
c'est-à-dire lo > en a six à sa cinquième puissance , qui 
etk ioocx)o , et j'en conclus que la racine cinquième du 
nombre proposé a au moins deux chiffres : je pourrai 
donc représenter cette racine par a + by a étant les 
dixaines , et b les unités ; et le nombre proposé aura 
pour expresrion 

(a + 6)5 = a5 + 5a*6*4. 100^ 6* + etc. 

' Je ne développe point tous les termes de cette puissance, 
parce qu'il suffit de connaître la composition des deux 
premiers , ainsi qu'on va le voir. 

Cela posé > il eét évident que o^» ou la cinquième puis- 
sance des dixaines de cette racine , ne pouvant descendre 
au-dessous des centaines de mille , ne fait point partie 
des cinq premiers chiffres à droite ; je sépare donc ces 
cinq cUffres. S'il en restait plus de cinq à gauche > je 
ferais à leur égard le même raisonnement que tout à 
l'heure , et je séparerais ainsi le nombre proposé en 
tranches de cinq chiffres y en allant de droite à gauche : 
la dernière de ces t;ranches vers la gauche contiendra 
la cinquième puissance des unités de l'ordre le plus élevé 
qui soit dans la racine. 



En formant les cinquièmes puis* fr c c^ 
sancesdesnoinbres d'un seul chiffre,. ' ^^^ 



4,7 



je reconnais que 33 1 5 tombe entre 1024 

la cinquième puis^ce de 4, qoi est ^ 5^ ^^g^ 

1024, et celle de 5, qm est oiao. ^ 

Je prends donc ^ pour les dixaines de la racine cher- 
chée 'y et retranchant la cinquième puissance de ce nom- 
bre, ou 1024^ de la première tranche du nombre proposé, 
j'ai pour reste 1291 , à côté duquel je descends la tranche 
suivante. Le nombre qui en résulte doit contenir les 
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^ermes Sa^b + loa^b* + etc. restant de{a + *)*, après 
qu'on en a retranché (v* ; mais le plus élevé de ces termes 
est 5M , ou cinq fois la quatrième puissance des dixaines 
multipliée par les unités^ parce qu'il ne descend pas an* 
dessous des dixaines de mille. Pour le considérer en par- 
ticulier.y on séparera les 4 derniers chiffres sur la droite , 
qui n'en font point partie , et le nombre ia^i5 ^ restant 
à gauche y contiendra ce terme , plus les dixaines de mille 
provenant des termes qui le suivent. On voit donc qa*en 
divisant iagi5 par Sa^j, ou cinq fois la quatrième puis- 
sance des 4 dixaines trouvées , on ne parviendra qu*â 
approcher des unités. La quatrième puissance de 4 est 
a56 ; son quintuple s*élève à 1280 ; divisant lagiS par 
ia8o> on trouverait 10 pour quotient; mais on ne sau- 
rait mettre plus de 9 à la racine > et il faut même , a^knt 
d'adopter ce chiffre > essayer si la racine 49 qu'il donne, 
en le joignant aux 4 dixaines qu'on a déjà, ne produit 
pas une cinquième puissance phxs forte que le nombre 
proposé. On trouve de cette manière qu'il faut diminuer 
le nombre 49 de deux unités , et que la vraie radn^ est 
47 > avec un reste égal à 2209000 ; car la cinquième puis- 
sance de 47 est 22g345oo7 ; c*est-i-djre que la racine 
exacte du nombre proposé tombe entre 47 et 48* 

S'il y avait une tranche de plus, on l'abaisserait podr 
la joindre au reste qu*ont laissé les deux premières 
tranches, après la soustraction de la cinquième puis- 
sance de» deux chiffres déjà trouvés ; on opérerait sur 
ce reste comme on a fait sur le précédent , et ^ainsi 
de suite. 

D'après ce qu'on vient de lire , il est facile d'étendre 
au cas actuel les règles données , tant pour extraire la 
racine quarrée et la racine cubique des fractions , que 
pour approcher des racines des puissances imparfaites 
de ces degrés. 
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i55. C'est par des .procédés ^fondés sur les mêmes 
jpinàfes, qa*on parvient à e^raire les racines de!i 
quantités littérales; l'exemple suivant sufiira pour mon- 
trer comment on doit s y prendre dans un degré quel- 
co^ique. ^ . 

On a^^trouyé, dans le n° i43yla sixième puissance 
de â a^ — 5 a^ ; je reprends cette puissance pour en ex- 
traire la tfu^ioe sixième , et pour cela je la dbpose 
comme il suit.i . 

643?"*— 9fc<^x**+6oooa^x** — ^ooooa^x^ 

+575ood**x^ — STSooa'^x^î 

+i56a5a** 



aar^ — 5i^ 



xgax'* 



reste -7- 9600^0:'* + etc* 

La quantité proposée étant ordonné^ par rappoiM: à x^ 
son premier terme doit être la sixième puissance du 
premier terme de la racine ordonnée de la même ma- 
nière ; pn^ant en conséquence la racine sixième de 
642C>^, suivant la règle du u^ 129^ on a s^. 
'■ Ea élevant ce tésiiltat à la sixième puissance , et la 
sMStcayant de la jquantité proposée ^ le teste qu'on* 
obtient y commence nécessairement par le deuxième 
t^rmiji jdu développement de la sixième puissance des 
d09(K premiers termes de la racine,. Or ^ dans Fex-* 

pression 

( a + i )^ ;;= a^ + 6a^ 6 ff» etc., 

ce terme est le produit de six fois la cinquième puis- 
sfmce du premier terme de la racine par le second; et 
si on le divisait par 6a^ , le quotient serait le second 
terme i. 

II faut donc former six fois la cinquième puissance 
du premier terme ^xr^ de la racine , ce qui donnera 

6 X 3ax*^ ou igax'^. 
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et diviser par cette quantité le terme --^^Goa^x^, qui 
commence le reste de l'opération précédente ; le 
quotient — 5c? est le second terme de la racine. 
Pour le vérifier , on élèverait à la.sixième puissance , 
le binôme i2x^ — 60^3 et le résultat donnerait la qnan^ 
tité proposée* 

Si la racine devait contenir \m terme de plus^ on 
trouverait après l'opération ci-dessus , un second reste 
qui commencerait par six fois le produit de la cin* 
quième puissance des deux premiers termes de lara- 
dne, par le troisième , et qu'il faudrait par con- 
séquent diviser par 6(ax^— 5a^)^ : le quotient serait 
ce troisième terme de la racine ; et on le vérifierait en 
formant la sixième puissance des trois termes trouvés. 
On procéderait de même pour obtenir tous les ter- 
mes suivans, en quelque nombre qu*ik fussent. ^ 

Des équations à deux termes. 

i56. Tonte équation où IMnoonnue se trouve & la 
même puissance dans chacun des termes qui la con« 
tiennent , peut toujours se réduire à deux termes , dont 
Tun est la réunion de tous ceux qui renferment l'ib- 
connue, et Vautre comprend Tassenaiblage des quan- 
tités données : on Ta déjà vu pour le second degré ^ 
n** io5> et il est facile de le concevoir pour un d^é 
quelconque. 

Si l'on a par exemple l'équation 

a»j;5 — û?ft» = lAc? -f. acx!^ , 

en passant tous les termes aifectés de x dans un senl 
membre, on en déduira 

c^jfi — acx^ = Me? + cfib* 

ou (o^ — • ac)x? = Me? + û*6*. 

Si maintenant on représente les quantités 



•4 



D* A L G Â B K E. A»3 

a* — ac^ar p, iV + o^A* par q , 
l'équation précédente deviendra 

et en dégageant la quantité j? , on aura 

a:* = 2 

p 

d'où l'on conclura 



. = {/±. 



t . ' 



£n général, toute équation à deux termes étant ra- 
menée à la fbrniè 

donùe alors 

P 

et prenant la racine du degré m de chaque membre, 
ojfi a 



-=1/^ 



157. II faut observer que si Texposant m est un 
nombre impair , le raifical n*aura'> qu'uni seul signe, 
qui sera celui de la quantité qu'il aiFecte (i3i). 

Quand l'exposant m sera pair, Je radical aura le 
double signe ih; il sera alors imaginaire si la quan- 
tité S est négative y et la question sera absurde , ïÉômmé 

P . ^ - ' 

pour le second degré (i3i)- 

Voici quelques exemples. 
L'équation ocP-zz, — 1024 donne 
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parce que Fexposant 5 est impair. 
L'équation x^ = 6a5 donne 

X = ± K 6a5 =j ±: 5 , 

parce que Texposant 4 est pair. 

Enfin , l'équation a:*= — 16 donnant 

ne conduit qu'à des valeurs imaginaires^ parce que 
l'exposant 4 étant pair , la quantité placée sous le ra- 
dical est négative. 

i58. Avant d'aller plus loin , je ferai oonnmtra 
un fait analytique qui sera très utile, tant pour 
la suite de cet ouvrage que pour son Complément, 
et qui est par lui-même assez remarquable : c'est que 
toutes les expressions x — a , a^ — a*, ar' — a', et en 
généra x^— a** (m étant un nombre entier positif 
quelconque ) , sont exactement divisibles par X'-^a. 
La chose est évidente pour la première ; on sait que la 
seconde 

a:* — a* = (x + a) (x— a)(34), 

et. pmr la divima, on déeomposwait facilement les 
autres* Eb divisant de même x" -^c^ par x*-a^ <m 
tronvereit pour quotient 

l'exposant de x diminuant toujours de l'unité , et celui 
d^ a augmentant pareillement ; mais au lieu de suivre 
le détail de cette opération , je poserai sur-le- 
champ l'équation 



X— « 



qu'on peut vérifier, en multipliant le second inem- 
bre par x — «. Il devient alors 

■ 

— ax^-> — (j^o^-^ — é7f"~^ — (f'^X'^cf' ; 

tous les termes de la première, ligne , à partir du second , 
^tant les mêmes , au signe près , <jue ceux qui précèdent 
Je dernier de la seconde ligne , il resfe seulement , 
après la réduction ^oif^ ^^c^^ c'est-à-dire le dividende 
proposé. 

Il faut obsenrer qu'à la suite du terme (fsf^"^ vient 
flécessiairément y dans la ligne supérieure^ le ternie 
^jjm— 3 ^ qui gg trouve détruit par son correspondant in- 
férieur ; et qiie.de même, dans la ligne inférievre, 
on trouve , avant le terme cC^^^Xy un terme — â"*"^a:* , 
•qui détruit son coiresppridant ^upirii^ur. Ces termes 
ne sont point écrits , parce qu^ils .sont censés compris 
dans l'intervalle indiqué parles points. 

169. «Ceci (conduit à des consëquençeÎB fort impor- 
tantes , relativement à l'équatiQn .à 4ett?c tQ94$s 

x™ = 'S. 

En désignant par a le ^nombre que/donne l'extrac- 
tion ii^médi^te de I^^Clne , 0|iér4e; d'après Içs i^^igt^ 
du.n® i54> ,pn ^ 

a ' ^ 

-i-=a"* ou a?**.T=^î 

P 

et transpçfjant le ^eco^ IÇW^^^ dafts le prwnifirp 
il vient" 

ocf^ — c^ ^o. 

Jtia fîu^<?té xf^rr^fi^ j^ jdivipejîjar gc-r^q, , ,et 0X1 ^ , par. 
le numéro pr^çédprit, * ,.. 
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ce dernwr résultat , qui s'évanouit lorg({ue xzxza^ de- 
viendvait également nul si l'on avait 

a*^* 4- or""^ .....+ a"*-^a; -f a"^' = o (i 16) ; 

et 8*il existait par conséquent une valeur de x qui sa- 
tisfît à cette dernière équation , elle satisferait égale- 
ment à la proposée. 

Ces valeurs ont avec l'unité , des relations fort sim* 
pies , que l'on découvrira en faisant x:=zay ; par là l'é- 
quation X* — a"*=o deviendra 

^mytn — à*"=o ou j^" — 1=0, 

et on obtiendra les valeurs de x en multipliant celles 
de y par le nombre a. 

L'équation^ —^ 1 =30 donne en premier lieu 

m 

puis , en divisant y" — 1 par j^ — 1 , il rient 

«t ce quotient étant égalé à zéro , est l'équation d'oà 
dépendent les autres valeurs dey, qui auront , aussi 
bien que l'unité^ la propriété de satisfaire à l'équation 

jr» — i = o ou y'^= 1 , 

c'est-à-dire que leur puissance du degré m sera l'unité. 

De là résulte cette conséquence , singulière au pre- 
mier coup-d'œil y que l'unité peut avoir plusieurs ra^ 
cines autres qu'eDe-'même. 

Ces racines , qui sont négatives ou imaginaires / sont 
•malgré cela d*un fréquent usage dans l'analyse ; mais je 
ne peux faire connaître ici que celles des quatre pre- 
miers degrés » parce qu'il n'y a que pour ces degrés que 
l'on ptûsse résoudre^- par ce qui précède, l'équation 
y«i-^i ^ y**^ ,,,,,^-i==:o' 

ipû les donne. 



f 
■ » 
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*Soit, 1*. m=a,ona 

d^où l'on tire 

^ = + 1. J=— 1. 
a*. . En fusant m==3 . il vient 

doà Ton tire , ,- . 

puis f+y±i=zo. 

Cette dernière équation 4tant résolue , donne 

y-^^—T^ — ' ^- â 

ainsi on a pour ce degré , les trois racines 



.9 



■» ■ 



Les deux, denâères sont ima^aires; mais si Ton eh fâSt 
le cube, en formant ^ ;â*après le n'^Z4yCe\m du numéra- 
teur , et âji'QUODserye que le quarré de j/^3 étant— 3 , 

son cube^ «est •— 3 k — 3, on trouyera encore jf^zs 1 .; 
ccmme par Ja racine^ =:i. 

3*. Prenant m2=:4 1 ^> ^ 

y — 1 = 0, 
d'où Ton déduit- 

. ■• > ^ • ' ■ y=i, .-.^ 

puis y+j^+jr^lisro, 

ce qui revient à 

et d'où l'on tire 

• • '. ■ . ■ 

jr + isao, ouy+l=o, 

i5.. 
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équations qui donnent 

y =:w- 1, y = + |/±7, y = ^ j/ZIY: 
les quatre racines de la proposée sont donc 

De ces quatre râleurs, deux seiâément sont réelles,' et 
les deux antres imaginaires. 
On les trouve aussi en observant que 

d'où il résulte successivement 

y— 1 = 6, y-Hi=o. • ' 

Cettâ -miil^licîté de racines de 1,* uai^é lient à une loi 
génÂràIe~3es équations , d'aj^rès laquelle une 'iiâcônnue 
•^met autant de valeurs mill y a d'unités dans Tez- 
posant du degré de 1 équation qm la détermine; et 
qiând U question ne coml^rte'pas ce nombre de sa- 
Iîifiônr"r2elle87 if êsif- cbmplétiTpaFdes '"^mbolés pu- 
rement algébriques, qui. lorsau'on les soumet aux opé* 
rations indiquées dans lécmation , ja venoent. 

n smt de là que les racines des noipbres ont deux 
espèces d expressions ou dé valeurs ; Ta première , qdè 

bre qu'on trouve par les proèéSes é^R^^is^ansIe n^t34» 
et qui est unique pour chaqi/è èas pkrticâliéF; la seconde 
comprend les valeurs négat^v^s et les expressions imagi- 
naires , que je désignerai sous le nom de> dék^rJ^i4aÙ4Mi 
algébriques y parce qu'elles ne doivent leur existence 
4qu'à la combinaison des signes de.TAl^èbre. 

Des équations qui peuvent se résoudra copime cell^ 

4^ secon4 degré. 

160. Le caractère de ces équations consiste en ce 
qn*elles ne contiennent que deux puissances dilïerentes 
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dé ViDC^ue;f,et gue l'exg^.^nÇ^^lTP?®, 9^^ douUe de 
celai de Tautre ; leur for^ulçt générale es^ 

p et </ étant des quantités connues. 

Si Ton prend d*ab<»d o^ pour riiicoaniic /où qu«. 
Ton fasse x"'=u, on aura 

d'o^ 

remettant af*. pour u,û viendra 
éqiafiônl&'deuk'ténnei, jKusque Tex^ression 

ue rbntermant que des opérations connues^ à éfFectuep^ 
sur des quantités données ^ d(»t être regardée comme 
représentant des quantités coonùes. 

. En désignant par a et par a^, les deux valeurs de 
expression ^ on aura 

ac*^a et x'^ssa, 

d'où Fou tirera 



= t/fl et x=ii/fl^ 
Si l'exposant m était pair ^ au lieu des deux valeur» 
ci-^esstiay 'on enL aoràk qàktre , puisque ohaqiie i^r 
dical serait susceptible du signe ±: : il viendrait 

m '■ ' m 

,x = + Vâ, x = +]/c?,' 



m 



et ces quatre valeurs seraient réelles si les quantités a 
et a! étaient positives. 
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Toutes les valeurs de x seront comprises dans une 
seule fônnule , en indiquant immédiatement la racine 
des deux membres de Téquation 

x« = — ipzt l/^ + ip», 
ce . qui donnera 



Lai question suivante conduit à une équation de ce 
* genre. 

i6i« Décomposer le nombre 6 en deux facteurs^ tels 

que la somrAe de leurs cubes soit S5. 

g 
Soit^l'un de ces facteurs^ Fantre sera -, et on aura, 

par la sonmie de leuri cubes, s[? et -zT» l'^^p^fioD 

«' + ^ = 55. 



qui revient à 

ac" 4-aiG ssSSx*, 

ou à st? — 35a;?=— ai6. 

SI Ton regarde a? comme l'inconnue , on obtiendra, 
par la règle des équations du second degré, 

En effectuSDit les calculs numériques indiqués , on 
trouvera 

(¥)*= ^ , 

et par conséquent 
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3 

X =x / 8 =;». 

î^ première vJeur donne pour le second facteur, f ou fl^, 
tandis qae la deuxième valeur conduit à|ou 3; on a 
donc dans un cas 3 et a pour les facteurs cherchés^ et 
dans l'autre a et 3. Ces deux solutions ne diffèrent ainsi 
que par un changement d'ordre dans les facteurs dur 
nombre donné 6. 

r6a. Les équations qn& je viens de cotisidérer , sont 
également comprises dans la loi générale énoncée 



m m 



n^ iSjf'càr il faut multiplier lès vadeurs de ^/a, V ^ y 
par les racine»^ de l'unité , dans le degré m. 
En appli^ua&t cette conkidération \ l'équatto» 

on lui trouvera les six racines suivantes : 

xz=: x3, a:=— r— ^-1 X a, 

— i — j/dg - _i_ 1/1=3. 

a= — Xû, a: = --I- x a, 

dont les dei^^ç premières sont les seules réelles. 

Du calcul des radicaux. 

i63. Le grand nombre de cas dans lesquels on ne peut 
extraire exactemeat lés racines, et la longueur de Topé- 
ration nécessaire pour les obtenir par approximation , a 
conduit les algébrîstes à tâcher d*effectuer immédiate- 
ment suir les quantités soumises aux signes radicatîx^ lei 



^ 
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opérations fondamentales indiquées sur leurs racines , et 
d'en simplifier autant qu'il était possible les résultats ^ de 
manière à renvoyer à la fin du calcul l'opération la plus 
compliquée^ c'est-à-dire, l'extraction, pour n'avoir à la 
pratiquer que sur les plus petits nombre» ou les expres- 
sions les plus simples que puissent comporter les ques- 
tions proposées.. 

L'addition et là soustraction des quantités radicales 
dissemblables ne peuvent que s'indiquer par les signes 
-4- et — -. Par exemple , les sonmies 

les différences 

ne âont pas susceptibles d'une antre expres^n* 
Il n'en serait pas de même de la quantité 

parce que les radicaux qui la composent peuvent devenir 
semblables, au moyen de la simplification indiquée dans 
le n^ i3o. On observerait d'abord que 

3 . 3 . 3 

V^i6a^A= V So^.a 6 ou say^f 

Y2a^b= Y c^ , ab ou c^yab', 
il viendrait 

a a 
et en réduisant , oa obtiendrait 

Gai^Zb^^y^lb ou (6d—Sc)^i^. 
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164. A l*égard des autres opérations^ le calcul des 
radicaux rej^se sur ce principe déjà cité : Si Von élève 
les differens facteurs (Tun produit à une même puis^ 
sance, le produit sera élevé à cette puissance. D'un 
autre côté , il estwible qu'on élève une quantité radi- ^ 
cale à la puissance du même exposant que ce radical , 

^n le supprimant. P^ exemple , ^a élevée à la sep- 
tième puissance^ est a seulement, puisque cette op^a- 

tion, inverse de celle' qu'indique le signe y ,nefaitqiie 
ramener à son premier état la quantité a. 

Cela posé, si , par exemple , dans l'expression 

on supprime les radicaux, le résultat aS%et^ laf sëpV 1 
tième puissance du produit indiqua plus Yxàmt ; et {Mre- 
nant la racine septièiiie, on en conclura 

Va X K î == yab. 

Ce raisonnement, qa|onpeut appliquer à tout autre 
cas, montré que, pour multiplier deux expressions ror" 
dicales du tneme d^gré , il faut faire le produit des qua^r 
tités soumises aux radicaux, et Vaffedet d'un raditid 
du même degré. 

Au-iboyen de cette règle, on a 

3 V^flaè^ X 7 V/5a3&c=ai \/ioa*Mc = 

'■ . ■■ > 

4V/û4— 44; 
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-V -^fUÏT-X 3: 



=1/ 






^ÎV 2û«— /l« 



X 



a cause qae 

i65. Si l'on considère que la septième puissance de 

l'expressioa 4*^ , par exemple , est r » on conclura , eu 

y/h 
prenant la racine septième de ce dernier résultat, que 

d'où il suit que, jiour diviser tune par Vautre deuv 
quantités radicales du même degré, il faut prendre te 
quotient des quantités soumises aux radicaux, et tcrffec' 
ter d'un radical du même degfé. 
On trouve par cette règle , que 



X/a^ — b^ ^ 
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166. II suit de la règle de la intdtiplication des radi- 
caux du même degré, donnééWans le n® 1 64 j que, ^^bui* 
éleverune quantité radicale à une puissance quelconque, 
il suffit d élever à cette puissance la quantité soumise au 
radical, et d^ affecter de ce même radical le résultat ; 

car, par exemple, élever f/oÀ à la troisième puîssancef 
c'est eflPectuer le produit 



etcommelesradicauxBontdumèmédegrë, il faut (164) 
mîdtiplier entre elles les quantités qu'ils affectent, puis 
poser le radical sur le produit, ce qui donne 

donne y a' i", qui se réduit à 

7 
aby/âV', 

en décomposant a* i" en a^ b^ X àb^, et prenant la racine 
du facteur a' b^ (i3o). 

Il est à propos de remarquer aussi que lorsque l'expo^ 
saut du radical est divisible par celui de la puissance à 
laquelle on élève la quantité proposée , t(^ération s'ef- 
fectue en divisant lepremier exposantpar le second. Par 
exemple, 

parce que 4 = 3, , . 

En effefi V^a désigne une quantité qui est sijt fois facr 

teur ^ans a, et la quantité |/a, qu'on obtient en divisant 
Texposant 6 par 2, n'étant plus que trois fois facteur 
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d^na a » éqiii?«at par copséqoent au produit de deux 
des prèmjers facteurs ; elle est donc la seconde puis— 

sibce de l'un de ces facteurs ^ ou de y a. 

Le même raisonnement s*appliquërmt il'exemfde ci- 
dessous ^ et à tout autre : 

167. En renversant les réglés de Tarticle précédent ^. 
on obtient ceUes au'il faut suivre dans l'extraction des 
racines des quantités radicales. 

On voit . d'abonl j par la prenûère, tpst, si les 
exposons des quantités soumises au radical sont éUvi-- 
sibles par celui de la radnè qu'on veut extraire, Fopé^ 
ration s'effectuera comme s'il n'y avait point de riuUcal^ 
et Fan t^fectera du radical primitif le résultat. 

On trouve, par exemple , que*. 

De la seconde règle du numéro ptécédentj on condor 
ffSne'Vextractioh de la racine des qùantUés radiadeà^ 
s'indique en général , en multipliant V exposant du ita? 
dical par celui de la racine qu*on veut extraire* 

Par cette dernière règle , on trouve que 



En effet, |/a* est une quantité qui est cinq fois fac- 

teur dans o^ ( d4> 1^9 ) *> niais la racine cubique de y o^, 
devant être aussi trois fois facteur dans cette dernière 



prouve^ 
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r , ^ . ' 

qti«intité, se trouvera 5x3 fois ou i5 fois facteur dans 
la première a* : donc y \/a^ = ya^. On 

rait de même que f/^ t/o* =:y^c(4. 

168. Pnisqu'en multipliant par un npmbre^ l'exposant 
d*une quantité soumise à un radical , on éfève à la puis- 
sance marquée par ce nombre ^ la VAcine indiqu/^ 
(i66)y et qu'en multipliant aussi par le même nombre, 
l'exposant duri^ical^ on tjbrè au résultat une racine du 
4e^é égal À celiîi de la puissance qu'on a formée (167) , 
ns ensuit qiiê cette- seconde o^ëntdqn ramène i ^n 
^qj^er état la qoantiié' pit>po8ée/ ^ ''^^ 

ytâ*, qui s'obtient en multipliant par 7 les expkMans 5 

«t 3 ; car multiplier par 7 -l'exposant dç afi, b*èet former, 

■« 

par le radical V^€z*\ la septième puissance du radical pro- 

po^é, et. multiplier .piir 7 HexpQs^S <|u radical i/o*» , 
c'est prendre 1^ racine septièm^e du résulta^ , opération 
4nu détruit 1 effet de la preYmçre. 

L^^^JPar ç^e dpiil^le opértfio», onrmiêf0<winénè 
degn^ w» nombre qu^konfu^ de ra4iç9m^ de, degréà 
différens , en muUipliiâni à fa fois ttiqûfiçj^oint d^ chjcupée 
radical et ceux des quantités qu'il affecta ^pg^ le pto^ 
duit des exposans de tous les autres radicaux. L'iden- 
tité -des nouveaux exposans dçs radicaux est évidente 
par elle-même, puisqu'ils sont fonnés du produit de 
tous les exposans des radicaux primitiis; et d'après ce 
qui précède , chaque quantité radicale n*a pas changé 
de valeur. • ■ 

On transforme par cette règle ,. 



: I \ 



w.X 
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forsqa*on revient snr ses pas, d'en prendre une antre. Ce 

cas est évidemment celui de Texpression |/ — aX |/ — a: 
on sait alors que la quantité i^, comprise sous le radical 

|/^ , vient de '— a multiplié par— «a ; Tambiguité cesse 

donc ; et quand on revient à la racine, il faut mettre — a. 

Le même embarras aurait lieu aussi pour le produit 

V^a X ^<z > si Ion n'était pas conduit» parce qu'il n j a 
aucun signe — dans l'eaçression , à prendre immédiâ|e- 

meut la valeur poôtîve de|/^. H faudrait faire attention 
que, dans ce cas , (â venant de + ^ multiplié par + ^ > 
sa. racine doit être nécessairement + a. 

6es raisonneiiieiis ne laissent aucun nuage sur le cas 
particulier qu'on vient de considérer; mais il 7 en a 
d'autres qui ne peuvent s'expliquer clairment que par 

ies pfDpnét^s^dës ^qaatiops a deux tfXfDts, 

4 

"173. Siparexempleondemandâtle produit t/aV^ — 1 , 
en réduisant le second radical au même degré que le 
premier ( 169 ) » on aurait 



résultat réel^ quoiqu'il soit bien évident que la quantité 

réelle y a , multijflîée par la quantité iAaginaîre j/ — 1 , 
,4ç%YP dcMçr y^jgylflîr imfjginaire, Q nejfoHt paactone 

eependanf quef le Vésulfat y a smt tovH^^dt £snz , 
.mais seulement qu'on le prend alqrs dans un. sens trc^ 
particulier. . .'i. *-. 



♦.•*.- 



. Ri çffet , i/p,^^coisidérée algél)q^ment , étapf 

rexprenion de Ti^ x^dafis l'é^natiôn à deux 

teràies' 

. j: . - [ . 

«Mmiffptif4e4f qp<tr»df[ignninatieMiiiiréremii(i5y)^ 
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car si Ton fidt a=:«4^ en représentant par et ia valeur nu-* 

mérique de y a , abstraction faite de son signe , bu la 
détermination arithmétique de cette quantité ^ on aura 
les quatre valeurs 

dôflt la troisième est précisément le produit proposé. 

■ Avec un ^§êCL d*attentiôn ^ on reconnaît aisément la 
cause dé Tambiguité qu'on vient de remarquer. En éle- 
vant au quarré la quantité — i, pour changer le radical 
du second degi% en un du quatrième, on arrive à + 1 » 
qui peut venir aussi bien de -f-i X+i> <iue de— 'iX—- 1> 

ce qui introduit dans la quantité v/i les deux nouvelbs 
déterminations -|-i et -^.i, qui ne se trouvaient pas dans 

La même chose a lieu ^ en général , par suite des 
multiplications qu*on opère sous les radicaux (171); 



m 



et le produit V^aX</5 dépend d'une équation du 
dçgré mn, ce qu*on peut voir aussi en considérait que 



m 



}/a et ^b désignent les valeurs de x et de j^ dans les 
équations x* = a , j» = è (iSg). 

Si Ton élève alors les deux membres de la première 4 
la pnissancti n, peux- de la seconde à la puissance m, an 
aura 

et multipliant , membre à membte , ces nouvelles équa- 
tions ^ il en résultera. .' .> 



ma 



j,mnymu j--- (xy)*"* = a'»i" , d'où xy = y^a^b^. 

On conçoit d'ailleurs aisément que le produit xy'doit 
avoir mn déterminations , puisque pour le former^ oh 
peut combiner, successivemeot chacune dés m déter* 
Elëm. d'Algèbre. i4« édition. %6 
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mbiations de x arec chacune des n déterminations de y, 
ce qui donne mn résultats. 

Quand il s'agit de quantités réelles^ le choix n'est 
pas embarrassant, parce que le nombre de détermi* 
nations de cette espèce ne surpasse jamais deux (iSy), 
qui ne diffèrent que par le signe. 

174. En faisant usagé de la transformation du n"* 1^ , 
on fait tomber toute la difficulté sur les racines de -f- 1 » 
ou de— -i;carsix)n posex = cet etj^=|îu, et çtjS désignant 

m n 

les déterminations numériques de \/a , |/7 , sans égard 
au signe, les équations 

deviennent 



fc-^ , — 



t"qii=o, u*qii=o 



I 



et on en tire l'expression 



xyt=z\/dzaX\/±b=a^tui=afi\/^^y±,i ; 
dans laquelle ajS représente le produit des nombres 

m » 

V^^, {/ï , ou la détermination arithmétique de la racine 
du degré mn du nombre a'^b^. 
Quand on voudra particulariser le produit ides radi* 



m 



eaux ^dba , V^db? , par une détermination spéciale 
de ces radicaux^ il fandra trouver, d'après les équa- 
tions 

i" tp 1 = o , u" :p i = G , 



m m 



les diverses eiqpressions de |/dbi , \/.±i , et les com* 
biner conven^lement (^. 



•mr^ 



(*) Qmrod l'expoMot m est impur, )/— i ss — f/^Iî ; maU 
4|aW U m pur, cela nVi plat lîto. Lonqnc m = 4 » P^ ezeinpiey 
on troaT6 qa» 
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Au reste , ces opérations ne se présentent guère que ' 
pour quelques cas fort simples^ dont voici les principaux : 

je supprime le radical de |/ — i , et j'obtiens 



je ne multiplie point ici — i par — i , parce que je 
tomberaji3 sur Tanibigujité.. remarquée dans le n^.iyS;* 
mais j'observe que le quatre de la racine quatrième 
n'est autre chose que la racine quarrée ', et il vient 
alors 

K ^ X l/^= V/^ X »/— î: 



S 6 

= ï/oi X— 1 =— V/^.. 

Oq trouverait ainsi des* résultats alternativement réels 
et imaginaires. 

Du calcul des exposons fractionnaires. 

175. Lorsqu^n r^nplace les radicaux par les^expo- 
sans fractionnaires qui leur correspondent ( i3â)^ l'ap- 
plication immédiate des règles des exposans, fournit les 
mêmes résultats que les procédés usités dans le calcul 
des radicaux. * f 

En effet , si l'on transforme , par exemple , / 

et en égalant à zéro chacun de ces factears , on obtient les 4 exprès- 
siens de V^ — f . (Voyez le Complément.) 

: . • .16'. 
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1 î } 3i 

en a o , « c , 

on ^i)ra 

puis en observant que | := i + l , que par conséquent 



I ft ft 



*€t que a' A' c^ équivaut à v/aA*c* , il viendra 

résultat noiHseulement exact ^ mais encore réduit â sa 
plus simple expression. 

■» ■ 

Soit Texemple général \/afb9 X V^&V; les ra- 
dicaux proposés se transformeront en 

«t il viendra , suivant les règles des eaqiosahs (a5), 

SA maintenant on veut effectuer l'addition des fractions 

— .-, il faut les réduire au même dénominatenr ; 
m n 

et afin de donner de Tunifonaité aux résultats ^ il faut 

en faire autant sur les fractions «^^ -: on obtient parce 

îu n 

moyen 

«t passant aux radicaux, on a, comme dans le n* 171, 
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.176. La division s'effectue aussi simplement : on ci 
par exemple , 

e9 qui se réduit 'à;r / 



1 * 



4 * 

q? c' 

9t en passant aiqc radicaux, U vient 
. On a en général ^ 






%t en réduisant au même dénominateur les exposans. 
fractiofuiaires , pour effectuer la soustraction indiquée^ 
on trouve ^- , ^ • 

m ^^^^ w/y n<i — mr «n _ 



=1/^ 



Il est aisé de voir que la réduction des exposans frac- 
tionnaires au même dénominateur^ remplace ici la ré- 
duction des radicaux au même degré ^ et conduit pré- 
eféenâent aux mêmes résultats ( 171 ). 

177. Il est tout aussi évident , par la rè^ du n* 127, 
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et par celle du vf^ 1229 ^ que 






Le calcul des e3q>o8ans feactionnaires est un de» 
exemples les plus remarquables de l'utilité des signes, 
lorsqu'ils sont bien choisis. L'analo^e qui règne entre 
les exposans fractionnaires et ceux qui sont entiers , rend 
les règles qu'il faut suivre dans le calcul de ceux-ci , 
applicables à celui des wtres ^ tandis qu'il a fallu des 
raisonnemens particuliers pour découvrir les règles du 

calcul des radicaux , parce que Iç signe }/ y qui les 
exprime y n'a aucune liaison avec l'opération qui les en- 
(^endfe. Plus on avance dans l'Algèbre y et plus on recon- 
naît les nombreux avantages qu'a produits dans cette 
science la notation des exposans^ imaginée par Descartes. 

Théorie générale êtes Équations, 

17S. Les équations du preuiier et du second degré 
sont y à proprement parler , les seules dont on ait une 
solution complète ; mais on a découvert, aux équations 
de degré quelconque , des propriétés générales qui con- 
duisent à les résoudre lorsqu'elles sont numériques^ et 
qui offreot de nombr^ses conséquences pour les par- 
ties plus élevées de l'Algèbre. Ces propriétés tiennent à 
une forme particulière sous laquelle toute équation peut 
se mettre. 

En la supposant aussi générale qu'elle peut l'être , 
pour un degré quelconque , ime équation doit renfermer 
toutes les puissances de l'inconnue , depuis celle de be 
degré > jusqu'à la première inclusivement , multipliées 
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chacune par des quantités connues^ et en outre un . 
terme tout connu. 

L*équation générale du cinijmème degré , par exem- 
ple , contiendra toutes les puissances de l'inconnue , 
depuis la cinquième jusqu'à la première inclusivement ; 
et s'il 7 a plusieurs termes affectés de la même puis-^ 
sance de Fincohnue, 3 faudra les concevoir xénnis en 
un seul , comme on l'a fait pour les équations du second 
degré dans le n° ip8. Ensuite on passera > ainsi qu'on l'a 
fait dans ce numéro , tous les termes de l'équation dan^ 
un seul membre; l'autre sera nécessairement éga^à zéro; 
et on rmdra le premier terme positif en changeant^ s'il 
le faut > tous les signes de l'équation. 

On aura par ce moyen tme expres^on semblable à 
la suivante , 

, . » . • .. 
dans laquelle il faut bien observer que les lettres p, 

q, Ty s, t, peuvent représenter des nombres négatifs 

aussi bien que des nombres fpositifs; puis'^^divisant tout 

par n , afin de ne laisser au premier terme que Funité 

pour soelficiènt , et faisant 

ç=P, 2=Q, r=B, i=.5, i=r, 

il viendra 
^■- i-'x* ^pjB^^ Qjc^ + Roc* + Sx + T = o. 

Dorénavant je supposerai qu'on ait toujours ■ pré- 
paré les ^ équations' ainsi que je viens de le faire, et 
je représenterai Téquation générale d'un degré q^iel- 
conque par *" 

L'intervalle indiqué par les points se remplit lorsqu'on 
doime.â réxposaiit ti une valeur particulière. ^ 

"Toute quantité ou toute expression, soit réelle \ »«»it 
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imaginaire , qui , mise à la place de Tincomiiie x dans 
ime équation préparée comme ci-dessus^ en rend le 
pr^nû^E membre égal à zéro , et par conséquent satis- 
fait' 4 la question ^ se nomme la racine de-P équation pro- 
posée; mais comme il ne s'agit pas ici de puissances , 
cette, acceptipn.est plus générale que celle que j*ai 
donnée jusqu'à présent au Inot racine (90, 1^9)^ 

' lyg. Voici une proposition analogue i celles des na-* 
îiiëlras 1 16 et i5g ^ et que l'on doit regarder comme fou- 
Sànfentale. 

X^d rhcine d'uiie équation quelconque 

X» + Px»-* + Qx«-» +Tx + U = o , 

étmt représentée par a, le premier membre de cette équor 
tion se divise exactement par le binôme x — a. 

En effet , puisque a est une valeur de x^ on a nécet^ 
sairement 

û»-|-Pa— ' + Qc^^ + Ta+ U7= o, 

et par conséquent 

U=:—a''—Pc^''^—Qa''^ — Ta; 

en sorte que l'équation proposée est identiquement la 
même que 

—.a^ — Pa''-'^Qc^^ —Tal ^*- • 

et révient à 

+r(a:-a)}-^- 



Les quantités 
X* — a", x"""*— a"~*, x*"^— o""^, x— fl, 

étant toutes di?is3>le8 par x — a(i58)»ile8t évident 
que le premier membre de l'équation proposée aura tous 
ses termes divisibles par cette quantité^ et sera par con- 
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sàpvp^it diyisibJie |)#r:a;-r-a^.cp||im«Je.porte VéûOncé 
de laJIpropQôitiW'O. ..... , / 

iSo. Pour former le quo^e^it^ il n'y â qu'à substituer 
a^ lieu dos quaiitités 

lesiquotienâ ^u*eDiss donnent^ lorsqu'on lea divisé par 
X — a , et qui sont respectivement 

...... ....^..... 

Eln ordonnant ]e' résultat par rapport aux puissances 

de X, on trouvera ' ' 

•'-■■ 



(^} D^AIembert prouve la mémç pn^osi^n , .ainsi ^'il soijt.. 

Si Ton conçoit que le premier membre de rëc(iiation proposée soit 
divisé par x— a , et qde Topération ait été poussée jusqu^à ce qu'on 
ait épuisé tons les tèn^ affeôtés de«;, l&'veète, s'il y- en a im'^'^rke 
pourra contenir ^. £n JerepréM^ntant^aji? Hy^ iKtnunfnt Qjeiquo-: 
tient quelconque auquel on sera parvenu , on aura nécessairement 

«"-f-P^*"" -4-etc. = Ç(a: — a)4-A. 

Or, lorsqu'à la place de x on substitue O9 Ip premier membre s'a-" 
néautit, puisque a est la valeur de « ; le terme Q^{x-^a) s'anéantit 
aussi , à cause du facteur /r— a qui devient zéro : on doit donc avoir 
j|^ = o 9 et cela, indépendamment de la substitution j car ce reste ne 
contenant pas x , la substitution ne peut s'y effectuer , et il conserve 
après , la valeur qu'il avait auparavant. 

n suit de là que , dans tous les cas , A = o , et que par conséquent 

«» H-P «^» -h Ç «•-• -f. etc. 
est divisible exactement par «—>«. 
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i3i. Il est vwible^ d après les seules règles de la di- 
visioxi^ que le premier membre de Téquation 

X» + Px*-' + Qx'*'^ + etc- = o , 
étant divisé par j;— -a, domiera un quotient de la forme 

x^' + P'x'^ + Ç'x'— » + etc., 
P'p Q^y eto., désignant des quantités connues, différentes 
de P, Q, etc. ; on aura donc 

r» +Px'^' + etc. = (x— a) (x»-' + P'x'^ + etc. ); 

et suivant l'observation du numéro 116, l'équation pro- 
posée se vérifiera de deux manières, savoir , en faisant 

X— -a=30 ou ar*~' -|- jP'j;"^* -j- etc. = o. 

^ Si maintenant Féquation 

a?»-:» + P'x"^ + etc. = o 

a une racine b, son premier membre sera divisible par 
X — & ; on aura encore * 

x^ï-l-p'a:—* + etc. = (x—b) (x"^ + JP'x^'-fetc.),. 
«t par conséquent 

x»+Px»-:»+ etc.=(x-a)(x-ft) (x—'+P'x-^+etc.) ; 

Véqnation proposée pourra donc se vérifier de trois, 
manières , savoir , en faisant 

ou y ft O- ou x*^-f-P^x'*^ + etc.=o. 



Si la dernière de ces équations a une racine c , son pre^ 
mittr membre se décomposera encore en deux facteurs^ 

X— c, x»-'+i^x^* + etc., 

et l'on aura 

X" + Px«-* + etc. 

=» (x— g) (x—b) (xu-c) (x--» + i^x»-* + etc. ) ; 

d'où l'on voit que l'équation proposée pourra se vérifier 

de quatre manières, savoir , en faisant alternativement 

X— a=o, X— A=o, X— c=o, x^-^^- i^x»-^ + «*5==^ • 

En continuant de raisonner ^ainsi, on obtiendra suc^ 
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cessivement des facteurs des degrés 

w— 4, n — 5,' n— 6,etc.; 
et si chacun de ces facteurs, -égalé à tèro, est su»- 
cept3>lé d'une rachle^ le premier membre de Téquatioii 
proposée sera ramené à la forme 

• (a:— 4») (a:— i) (a? — c) (x — d) (^— 0>- 

c'est-à-^dire décomposé en autant de facteurs du premier 

degré qu'il j a d'unités dans l'exposant n de son degré» 

L'équation 

a:» +JPa;»-^ + etc. r=2 o, 

pourra donc se vérifier de n manières /savoir , éh faisant 
a?— a=ô , ou \r— fc=o , ou x^-a^^o, on a> — i=o , 

• •.»....., ; ou enfin • ^— -/=3b. 

* 

Il faut bien remiarquer que ces équations ne doivent 
être regardées compie vitales qu'alternativement, et qn^on 
tomberait dans des coùtradictions manifestes , si l'on 
supposait qu'elles aient lieu en même temps. £n effet, 
de X — a=o, on tire xr=ia, tandis que a: — 6 = o 
conduit é^xzrzb, conséquences qui ne peuvent s'accor- 
der lorsque a et b sont dés quantités inégales. 

i8a. Le premier miembre de l'équation pr<^osée, 
x^ + Pac^^^^to.tzzo, . 
étant décomposé en n facteurs du premier degré , 

a;— a, a?— 6,. jc.-^-c, , ,x— rf, . . ; . , a^— /, 

ne saurait' èbre divisible par aucune autre expression de 
ce degré. En ^et , si la division , par un Innome x-^et, 
dilFérent des premiers, était possible , on aurait 
a;»+Pa:^*4-eto.c=(x— «) (x»-'-fpj;"-*+etc. ) 
et par conséquent 

(af— û) (a;i--J) (x- — c) (a:— £Î) (a; — /) 

=(x— flt) {a?"~"4-P'i""^ + 'etc. ) ; 
or, en changeaàt â; ;en et, îî vient 
(<e — a) (a — b) (<t — c) (* — <£)......(<*—./) 

= (* — *) ( *'»-' + p*«-* + etc. ) y 



le «econd membre s'évanouit à cause du facteur nul 
« — • « ; mais il n* en est pas de même du premier , qui 
«Ht le produit de facteurs tous difFérens de zéro , tant que 
«(diyprèrede chacune desracinesa, b, c^ d. * . li lasup- 
positionn est doncpas vraie; donc UTie équation d'unde-' 
gré quelconque ne pexU eubr^eUre plus de diviseurs bi"^ 
nomes du premier degré , qu'il n'y a d'unités dans l'ex^ 
posant de son degré j^etr^ peut avoir par conséquent 
un plus grand nombre de racines (^*). 

i83. En regardant une équation comme le produit 
<l*uu nombre de facteurs 

x-^ay x-^by X— c^ x-r-dy etc., 

égal à l'exposant dç son degré ^ elle prendra la forme 
du produit indiqué dans le n^ |35, avec cettq ipo« 
dification> que les termes sercnit alternativement po* 
«itifs et négatifs.. 

Si Ton se borne à quatre facteurs, par exemple , ofi 
aura 

— ix^+ûca:*— a&i/x 
'^cx^'^Adx^'^acdx 
— dci^^bccc^i^^bcdx 

+ bd3i^ 

-i-cda^ 

{^) Cette d^hnonsiration beaucGfap plot simple qae ceUe qv9 
i^avais donnëe dam les éditions précédentes, est tirée des^nJMi/tfS 
«2e Mathématiques publiées par M. Gergonne. ( Voyez le T. IV , 
pA(;éao9 — 310, note. ) 

U est à propos de remarquer qne c'est parce que le binôme jr-^« 
ett premier ayec les facteurs x— a , x —--S , etc.,.qn'il ne penl di— 
-viser leur produit^ proposition qui s'étend à tons les polynômes 
de la forme or"* -f> Px"*^' -h etc. En substituant ces polynômes aux 
nombres , dans les raîsonnemêns du n* 97 , 00 démontrera facile* 
ment que 'foui polynôme qui divise le produit de deux pofy~ 
nomes A et B y et qui est premier avec l'un de ces polynômes , 
divise nécessairement l'autre. 
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Les seconds termésdesbinoméS :r— a, x-^b, aj— c, etc. 
étant les racines de'Téqtiatîo», priàes avec un signe con- 
traire, les propriétés remarquées dans le n* i35^et 
prouvées en général dans, le d° i3S^ auront lieu de la 
manière suivante , pour le cas actuel : 

Le coèfficienl du second terrttèy pris dveù Uh- signe 
contrmrey sera la somme deg racines ; 

Le coefficient^ troisième terme setala s€9kmë des 
produits des racines multipliées deiix à deux j 

Le coefficient du quatrième teruhè^ fris avec un signe 
contraire y sera la somme- des produits des racines 
multipliées trois à tjrois > et ainsi de suite j^ ejj^ observant 
de changer le signe des coefficiens des tç^es de rang 
pair ; 

Le del^iier terme, sotimis comme les autres à cette loi, 
sera lé produit de. toutes, les racines. 

£n égalant, par exempte^ à àséro le Codait des troii 
facteurs -• ■ 

on formera l'équation 

dont les racines seront 

+ 5/— 4, -S: 
on aura , pour leur somme , 

5— 4—3=— a; 
pour celle de leurs produits 2 à a f 

+5 X— 4+5 X— 3— 4X— 3=— 20— i5+i ?i=i>— 95 , 
et pour le produit des 3 , 

+ 5)Ï~4X— 5=6o. 

C*est aussi ce qu'on déduirait des coeiEciens a, — 23> 
-«- 6o ^ en changeant le signe de ceux du second et du 
quatrième terme. 



Si Ton égftle à zéro le produit des facteurs 

:»— a, «—Set 37+5, 
réquatiofi rémftâate 

i*— i9a:-f-3o = o, 

tl^tftÊSit point de terme affecté de a^ , piiissance immé* 
diatement inférieure à cell^du premier terme , manque 
de second terme , et cela parce que la somme des ra- 
cines » qui , prise ayec un signe contraire^ forme le 
coefficient de ce terme, est ici 

a-f3 — 5, 

ou zéro» (ftr en d*autres termes, parce que la somme des 
racines positives est égale à celle des négatives (^). 



(*) On pourrait croire qna pour déooDTrir les racinei d'oiM ëqu»- 
tion qoekonqne ^n quatrième degr^ 

il suffirait de la comparer arec le produit da nnmi^ro i83 , en obser- 
▼ant d'égaler les qnantit<îs qni multiplient dans Ton et dans Taotre , 
les mêmes puissances de «; et c'est parla qne la plupart des antenrs 
élémentaires pensent démontrer qu'11110 éfuèiian d'un degré ^uel- 
connue est ie produit d'autant de/acteun timpU» çu*iiy. a d'unités 
dans f exposant de son degré 1 on Terra par ce qui suit que leur rai- 
sonnement est fautif. Je b'ai conclu cette proposition que con* 
dftionneilement dans le numéro i8a , parce q^**!! faudrait, pour l'af- 
firmer positivement, montrer qu'une équation d'un degré quelconque 
a une racine, soit réelle, soit imaginaire, ce qni ne paraît pas facile 
& faire dans les élémens , et ce qui heitreusement n'est pas nécessaire 
alors : on peut d'ailleurs Toîr dans le Complément les téflexiona qii« 
l'ai rapporta à ce sujet. 

En formant les équations 

— a — 5 — c — <f = /i, 

ah -f- ae ^'ad'^bC'W^d*^ed=^ç, 

'^-'Ob e a ^ — aed'-^bedsz r, 

oBed sr #, 

pour en tirer les valeurs des lettres a, 5, c, d, qui seraient les racines 
de l'équation proposée, le calcul serait fort compliqué, si l'on Tonlait 



/ 
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1 84. Quand on considère une équation comme for- 
mée du produit de plusieurs facteurs simples^ ou du 



employer à la détermination des inconnues a^ b^ c , d, le procédé 
clu numéro j^y mais si Ton multiplie la pitmière des équations ci- 
«lessns par « ', la seconde par a', la troisième par « , et qu*on ajoute, 
ntembre à membre ces trois produits avec la quatrième, on aura 

iVoh Ton conclut , par une simple transposition , 

a^ 4^ ;» a' -4- ^ A* 4- r a 4- s =z o. 

Cette équation ne contient plus que a^ mais elle est ent^^ement sem- 
blable .à la proposée : la difficulté d'obtenir a est douAa même que 
celle d'(d»tehir «. 

Ainsi , comme Ta dit Castillon (Mém, de Berlin , année 1789) : 
« On prouve bien dans toutes les Algèbres, que par le produit de plu- 
» sieurs binômes simples on forme une équation de tel degré qu'on 
1» veut , mais on n'a pas fait voir qu'une éiquatîoh formée par la 
» mnitipiicatioln de plusieurs binômes simples , peut avoir tels coeifi- 
■» ciens qu'on vcQt« » 

Si, an lieu de multiplierles trois premières ^équations en 41, BfC,d, 
par A S a* et4»,te8péctiveniient, onles multipliait par &'« y et 5, ou 
par e3, e',c, o>a par d^^d*, d,et qu'on ajoutât encore les produits 
à là quatrième , on aurait , dans le premier cas , 

dam le second, 

— e^rrsfieS-f^ c' 4-r'c +s, 

dans le troisième , 

d'oh il suit qu'on est conduit à la même équation, soit pour avoir a, 
soit pour avoir 5, etc. En effet, les quantités a, 5,c, d, étant toutes 
disposées de la même manière dans chaque équation , il n'y a pas de 
i aisDD pour que l'une soit déterminée par aucune opération différente 
de celles qui déterminent l'autre j et en général, si, dans la re- 
cherche de plusieurs quantités inconnues , on est obligé d'employer 
pour chacune les méui^ raisonnemens , les mêmes opérations et les 
mêmes quantités connues, tontes ces quantités seront nécessaire- 
ment racines d'une même équation. * - 
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premier degré, on prouve (i8a) qu'elle n'en peut avoir 
qu'un nombre marqué par l'exposant » de son degré ; 
mais si Ton combine ces facteurs deux à deux, on for- 
mera des quantités du second degré , qui seront aussi 
facteurs de l'équation proposée, et dont le nombre sera 
exprimé par 

"^"-^> (140). 

Par exemple , le premier membre de l'équatioa 

3^ — a3[?'\-abx^ — abcX'\^abcd:p=Q , 
— bar^^acaf — abdx 
-^cx^^adcc^ — acdx 
— dx^-\-bca^ — bcdx 

+bdx^ 

+cd3if' 

étant le produit de 

(x—a) X (aj—i) X (a>-c) X C^c— ^, 
peut se décomposer en facteurs du second degré , des 
six manières suivantes : 

(x — a) (4>— i) X Çp — c) (x — d) 
(x—a) (a>-c) X ioD—b) Çx—d) 
(x — à) (x— d) X (j^ — b) (x — c) 
(x— J) (x— c) X {oc— a) (x— d) 
(x — b) (x— <i) X (jc — à) (x— c) 
(x— c) (x— £0 X (po—à) (x-i); 

et il en résulte qu'une équation du quatrième degré peut 
avoir six diviseurs du second. 

En combinant les facteurs simples trois à trois, on 
formera les diviseurs du troisième degré de la pro* 
posée; pour une équation du degré n, le nombr». en 
sera 

h (/i— 1) (»— 2) 

1 . a . 3 ' 
et ainsi de suite. 
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De V élimination entre les équations des décorés sufyé^ 

rieurs au premier. 

i85. La règle du n" 78, ou le procédé du n" 84, 
suffit toujours pour éliminer entre deux équations , une 
inconnue qui n'y passe pas le premier degré , quel 
que soit d'ailleurs celui des autres inconnues ; et lors 
même que l'inconnue ne serait au premier degré que 
dans l'une des équations proposées^ la règle du n® 78 
s'y appliquerait encore. 

Si l'on a, par exemple , les équations 

a X* + Axy + c^ = m*, 

a;* 4" ^ = '^^ > 
on prendra dans la seconde la valeur de jr , qui sera 

en substituant cette valeur et son quarré ^ à la place 
de j^ et de j?* dans la première équation , on obtiendra 
im résultat en x seulement. 

186. Si les équations proposées étaient toutes deux 
du second degré , par rapport à l'une et a l'autre des 
inconnues , on ne pourrait appliquer la méthode pré- 
cédente qu'en résolvant une des équations, soit par 
rapport à x , soit par rapport à^. 

SoieQt^ par exelnple , les équations 
axr^ 4- Axy 4- cy^^=^ ^^ > 

la seconde donne 

j^ = d: V^n* — x" \ 

substituant dans la première , cette valeur de y et son 
quarré , on obtiendra 

ax* ±: ixl/n» — a* + c(n»— x*)=m*. 
L'objet proposé semble rempli, puisque ce résultat 
Elém. d Algèbre. i4* édition. 17 
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ne contient plut l'inoonnae^^ mais on ne peut résoudre 
réquation en x, saut la ramener i une forme ration- 
nelle y en faisant disparaître le radical où Tinconnue se 
trouve engagée. 

Il est facile de voir que si le radical était seul dans 
un membre» on le ferait disparaître en élevant ce mem- 
bre au quarré; en réunissant donc, par la transposition 

des termes ±:bx\/n* — x^ et m*, tous les termes ra- 
tionnels dans un seul membre , on aura 

et prenant le quarré de chaque membre , on formera 
V réquation 

4-aacx*(ii»— X*)— aam^x»— 2cm'(/i*— X*) f ** ^ ^' 

qui ne contient plus de radical. 

Le procédé qu'on vient d'employer pour faire dispa- 
raître le radical , doit être remarqué , parce qu*on a 
souvent occasion de s*en servir; il consiste à isoler le 
radical qu'on veut faire disparaître , et ensuite à élever 
les deux membres de Cèquation proposée d la puis- 
sance m€prquée par le degré de ce radical, 

1 87» La complication de ce procédé , qui devient très 
grande lorsqu'il y a plusieurs radicaux , îointe à la dif- 
ficulté de résoudre Tune des éqmitions proposées , par 
rapport à l'une des inconnues, difficulté quiest sou- 
vent insurmontable dans l'état actuel de 1* Algèbre , a 
fait chercher une méthode au moyen de laquelle on 
pût opérer sans cela l'élimination ; en sorte que la 
résolution dea équations fût la dernière des opérations 
qQ*exige la solution des problèmes. 

Pour rendre les calculs plus faciles , ou met les équa- 
tions à deux inconnues sous la forme d'équations à 
an* seule » en ne laissant en évidence que celle qu'on 
veut éliminer. Si l'on avait , par exemple. 
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x^ + axy -i- b x.=i cy* + cij + e , 

on transposerait tous les termes dans un seul membre » 
en les ordonnant par rapport à x) il viendrait 

jc* -f" ( ^ + ^) ^ — cy* — rfy — c = o , 
et faisant pour abréger , 

ây-j-i=i>, — cy* — Jy — ezszQ, / 

on aurait x* -f- Px-|- Ç=t:o. 

L* équation générale du degré m i deux inconnues 
doit contenir toutes les puissances de a; et de ^ , qui ne 
passent pas ce degré , ainsi que les produits dans les- 
quels la somme des exposans de a; et de ^ ne s*élèye 
pas au-^lelà de m ; on peut donc représenter ainsi 
l'équation générale du degré m, à deux incomiues : 

3P^+(a+by)x*^^'^(C'^dy'\'ey^)xf'^^+(f+^+h^ 



On ne donne point de coefficient à af* dans cette 
équation , parce qu'on peut toujours , par la division , dé- 
gager de son multiplicateur tel terme qu'on veut d'une 
équation ; et si l'on fait 

a+by:=:J>, c+dy+ey=Q , f+gy+hf+ky'=R , 

F+qy +wy'«-'=r, p'+qy +/j,«=£/, 

l'équation ci-dessus prendra la forme 

af'+Px*»-^'-!- Qa:*»^-f-/îx«^ + Tx+ U=o. 

188. n est bon de remarquer que l'élimination de x 
entre deux équations du second degré , 

x'J^Px+Q=zo,x^^P'x+Q'=o, 

peut s'effectuer immédiatement en retranchant la $e«^ 

conde équation de la première. Cette opération donne 

, 17.. 
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substituant cette valeur dans l'une des [deux équations 
proposées , la première , par exemple > on trouvera 

faisant disparaître les dénominateurs , on aura 

XQ-Q'T-PiP-n iQ-Q^) +QiP-P'y=o ; 

et mettant P — P' en facteur commun dans les deux 
derniers termes , il viendra 

Il ne restera plus qu*à substituer pour -P ,- Ç , P' et Q', 
les v^eurs particulières au cas qu*on examine. 

189. Avant d'aller plus loin , je vais montrer com- 
ment on reconnaît que la valeur de Tune quelconque 
des .inconnues satisfait en même temps aux deux équa* 
tions proposées. Afin de mieux fixer les idées^ je prendrai 
un exemple particulier ; mais le raisonnement n'en sera 
pas moins général. 

Soient les équations 

or' + Sx^^+Sxj^*— 98=0 (1), 

a:*-f- 4^y — 2j^* — 10= o (2), 

que ]e supposerai données par une question d'après 
laquelle on doit avoir ^^ = 3. 

Pour vérifier cette dernière assertion , il faut d'abord 
substituer 3 à la place àey , dans les équations pro- 
posées 9 ce qui donne 

aP -j- Qjc* ^ Qjx — 98 = (a), 

a7*+iaa: — 28 = (b), 

équations qui doivent admettre la même valeur de x, ai . 



^ 



Algèbre , page 261 . 



a?+Zaf^'^'5fx—^% 



— a? — 4 ^'y+ ^y^ + loo: 



^+4^ 



x— ^ 



— oc^-^^y^x + iox — 98 
i«' Reste + ( 9>*+ io)a>— sy — if 



a:»+4xy 

ou bien (9 J^+ 1 o) x*4- 36 ay' — 1 8y*. 
+40^ ■ 

+10^ [ 

+ 38xy3— i8j! 
+ 5oxy ' 

+ 98X I 



ou bien (38y+5oy+98)(9y*+io)ai 
-(38/+5oy+98)C9y*+io)x. 



a<^ Reste, 



y 



En égalant ce reste à zéro, âiyisantj 
positif, il vient s 



43y+345y— 1960 



\ 
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iselle (ju*on a assignée pour jf eat vraie. Si l'on désigne la 
valeur de x par a. , il faudra , en vertxi de ce qui a été 
prouvé numéro 179 , que l'équation (a) et l'équation (b) 
soient divisibles l'une et l'autre par x — et\ elles au* 
roflt donc un diviseur commun dont x — et doit faire 
partie; et en effet, on trouve pour ce commun diviseur 
X — âX48) : on a donc «t=a. Ainsi, la valeurj^=:3 
convient à la question, et correspond à a;=à. 

S'il restait quelque doute que le commun diviseur des 
équations (a) et (b) dût donner la valeur de a: , on le lè- 
verait en observant que ces équations reviennent à 

(^4" 11^"+- 4.9) i^"^^) =o> 

('x+i4) (x— .a)=o, 

d^où \te8t\iBjb\e qu'elles sont satisfaites lorsque l'on y 
inet a pour x. 

igo. Le moyen que fe viens d'indiquer pour trouver 
la valeur de a;, quand celle de^ est connue, peut 
s'appliquer immédiatement à l'élimination de x. 

En effet, quand on opère sur les équations (i) et 
C^) , comme pour chercher si elles ont un commun di^ 
viseur en x, au Ueu d'en trouver un , on arrive à un 
reste qui ne contient plus que l'inconnue y et des 
nombres donnés ; et il est évident que si l'on y met- 
tait à la place de^ sa valeur 3 , il devrait s'évanouir , 
puisque, par la même substitution , les équations (1) ^^ 
(2) deviennent les équations (a) et (b) , qui ont un 
commun diviseur. En égalant donc de reste à zéro , on 
exprimera la condition que doivent remplir les valeurs 
de y y pour que les deux équations données puissent ad- 
mettre en même temps une même valeur pour x. 

Le tableau ci-joint contient les détails de l'opération 
relative aux équations ^ 

x^'j'4vy — ûy^— 10=0, 
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qui m'ont occiipé dans 1« numéro précédant : 09 
trouve pour le dernier diyiBeur, 

(ây*+ 10) X — ay — lojr — 98; 
et le reste étant égalé à zéro , donne 
45y^+34^ — i96oy^+75oy— fi94oy~45oafc=c, 
équation qui admet, outre la valeur ^=5 indiquée 
ci-dedsus , toutes les autres valeurs de y dont la ques- 
tion proposée est susceptible, et qu*on nomme pouf 
cette raison équation finale. 

Le reste ci-dessus étant annulé, ravant-demîcr reste 
devient le divbeur commun des équations proposées , 
en sorte qu'en l'égalant à zéro , il donne la valeur de 
x, lorsqu'on y met celle de y. Sachant, par exemple, 
que jf srS , on mettra ce nombre dans la quantité 

(gy*+io)x — 2y^ — loy — 98, 
qu'on égalera ensuite à zéro, et il viendra l'équatiao du 
premier degré 

91JC—- i8fl^=o d'où flcœa. 

191. L'opération que je viens de faire sardes équa- 
tions particulières, peut s^appiiquer également à des 
équations quelconques 

ar«4.Px^»4-Çjc->-* + /lr~-^.. + Ta: 4-17=0, 
a* + P^x"-" + Ç'x»-» 4. Kx"^^ ... +Y'x +2'= o, 

où la seconde inconnue etit enveloppée dans les coef- 
ficiens P, Q, etc., P\ Ç\ etc. ; l'élimination de l'in- 
connue X s'eiFectuera en cherchant, comme ci-dessus, 
le plus grand diviseur commun aux premiers membres 
de ces équations, et en égalant à zéro le reste indépen- 
dant de X. 

Le calcul , en général assez compliqué , peut dans les 
cas particuliers I recevoir plusieurs simplifications utiles; 
mais le détail en serait trop long pour m'y arrêter ici ; 
elles sont d'ailleuh assez faciles à trouver : je supposerai 
donc que, dans le cours de Topératiou , on ne supprime 
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aucun facteur en j^ qui serait commun à tQus les termes 
d*nn même reste , et je me bornerôi à expliquer les ré- 
sultats qui pourraient embarrasser. Premièrement il peut 
arriver que la valeur de^ rende nul de lui-même rivant- 
dernier reste *, alors le reste précèdent , pu celui dans 
lequel x entre au second degré , deviendra le diviseur 
commun des deux équations proposées. En y mettant la 
valçur dey, et Tégalant ensuite à zéro , on aura une équa- 
tion du second degré en x seul^ dont les deux valeurs 
correspondront à la valeur connue de y. Si Cette valeur 
rendait encore nul le reste du second degré , il faudrait 
recourir au précédent, où x monterait an troisième . 
degré , parce qu'il serait , daiis ce cas , lâdivif^ur com^ 
mun des deux équations proposées ; et la valeur de y 
correspondrait à trois Vakur s dé x. En général , il faudra 
remonter jusqu'à uh reste qui ne ^^anéanti&ie point par ]a. 
âubiitttuCîon d» la valeur de y^ 

Il peut encore arriver qu on ne trouve pas de re^te , 
ou bi«n que le reste oe ren&rme que de^s quantiiés 
conoues. 

Dan« le preBsûer cas , le^ deux iqnatlom ont un divi*^ 
seur commun «ans aucune détermination àt^ yi eUes. 
sont doue de la forme 

D étant le diviseur commun, fl est visible qu'on satisfait 
à toutes deux en même temps , en faisant d'abord l>=c ; 
et cette équation déterminera Tune des inconnues pur 
l'autre, quand le facteur D les contiendra toutes deux; 
m^s s'il ne renferme que des quantités données et jc , 
cette inconnue sera déterminée , et Tautre restera en- 
tièrement indéterminée. Quant aux facteurs qui ne 
contiendraient pas x^ on les obtiendrait d après la 
remarque du n** 5o. 
Si l'on fait ensuite 
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conjointement , on se procurera encore deux équations 
qni pourront fournir des solutions déterminées de la 
question proposée. 
Soit^ par exemple , 

(ar + 6y — c) (mx-|-njf— rf)=o, 

[cLX-^h'y — c') ( mx + ny — rf)=o; 

en supposant <r2d>ord nul le second facteur , commun 

aux deux équations y on n'aura , entre les inconnnés x 

eXy^ que la seule équation 

nue -{- ny — d=i o ; 

et sons ce point de vue , la question sera indéterminée : 
mais en supprimant ce facteur^ on tombera sur les 
équations 

ox^by — G=o, d x-^-Vy^^dzzr-o^ 

cm ar+iy:=c, cl Xr^-V y -irz^c' \ 

et dans ce sens , la question sera déterminée , puisqu'on 
aura autant d'équations que d'inconnues. 

Dans le cas où le reste ne contient que des qnan« 
tités données , les deux équations proposées sont con- 
tradictoires ; car le diviseur commun qni établit leur 
existence simultanée , ne peut avoir lieu que par une 
condition qu'il est impossible de remplir , puisqu'elle 
tombe sur des quantités données , et qu'eUe présente 
un résultat absurde. Ce cas se rapporte à ce qu'on a vu 
n^ 68 pour les équations da premier degré. 

199. Il est encore à propos d'être prévenu que les po- 
lynômes en y^ par lesquels on multiplie les dividendes 
partiels, pour rendre les divisions possibles , intro- 
duisent souvent dans le dernier reste des facteurs 
étrangers à la question » et qui font que ce reste n'en est 
pas la véritable équation finale. Pour n'être pas induit en 
erreur sur les valeurs de^ (pii proviennent de ces facteurs^ 
l'idée qui se présente d'abord est de substituer immédia- 
tement dans les équations proposée^ chacune des valeurs 
qUe donne Téqnation en y seul , car toutes tes valeurs qui 
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font acquérir à ces équations un commun diviseur , ap- 
partiennent nécessairement à la question , et les autres 
doivent être exclues. On sent aussi que Téquation finale 
pourrait devenir incomplète si Ton supprimait, dans 
le cours du calcul, quelque facteur eny\ mais toutes 
ces circonstances, qui ont été discutées par M. Bret, 
dans le i5* cahier du Journal de P Ecole Polytechnique, 
et par M. Lefébure, dans le n** 3 du 2" volume de la 
Correspondance sur la même école , rendent peu com- 
mode dans la pratique l'emploi du procédé indiqué ci- 
dessus, et doivent lui faire préférer celui que je vais 
exposer , d'après Euler , dans le numéro suivant (*). 
193. Soient les deux équations 

x^+P'a^+Q'jc^ + BfjQ + S'mo'y 

en représentant par x — * le facteur qui doit être com- 
mun à l'une et à l'autre, lorsque y est déterminé con- 
venablement, on pourra considérer là première comme 
le produit de a;—*, par le facteur du deuxième de- 
gré, a:*-f-paî-f-(7, et la seconde comme le produit de 

X — «6, par le fiicteur du tr'oisième degré. 

**-+- //jc»4-<7'a: + /, p et 9, p', q' et /, étant des 
Coelficiens indéterminés : on aura donc 

x^^Px^+ Qx+R=(x—a) (af'+px+q) , 

x4+pV+ÇV^+7i'x+5'=:(:r-ct)(a734.p'a-*+(;'jt-f-r'). 

rt I ■. ■ Il I I - I .' ■ 

(*) On peut aiscmcnt concinrc de ce qui précède, que la recherche 
de iVquation finale tire'e de deux équations h deux inconnues , est , 
en gênerai, un problème dëterminc; mais la même équation finale 
peut repondre à une infioitë de systèmes d'e'quations h deax incon- 
nues. En renversant le procède' par leqaclon obtient le plus grand 
commun diviseur de deux quantités, il serait extréthement facile 
cte former h volonté ces systèmes ; mais cette question a trop pcn 
à^usage dans les Mathématiques élémentaires, pour s'y arrêter ici, 
et pour s^appesantir sur les remarques minutieuses auxquelles elle 
pourrait donner lieu. Ce sont de ces objets qu'il faut laisser h la saga- 
cité des lecteurs intclligens, qui ne manquent jamais de les uouvcr 
d'eux-iudïucis, si qùc^pic circonstance leur eu fait sentir le besoin. 
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Ej) élixiiiDant le binôme (a: — «) comme pue inconmie 
au premier degré (84) , on trouvera 

C« résultat doit se vérifier &aas qu*il soit besoin d'as- 
signer à X aucune valeur particulière ; c*est ce qui ne 
peut arriver, k moins que le premier membre ne soit 
Qon^osé des mèmea termes que le second : il faudra 
donc y après avoir effectué les multiplications indiquées^ 
égaler entre eux les coelEciens que chaque puissance de 
X aura dans les deux membres , et on obtiendra ainsi 
les équations suivantes : 

Q+Pp'+q^Q'+P'p+q . Rq'+Qi'^Sp+R'q, 
R+ Qp'^Pq'j^/^=R;+qp^iyq^ R/=S'q, 

Gomme ces équations sont au nombre de six , et qu'elles^ 
ne renferment que cinq quantités indéterminées, savoir, 
p, ^, p' , ^' et 1^, on pourra chasser ces quantités qui 
ne montent quan premier degré , et arriver à une 
équation qui, ne renfermant plus que lee quantités P, 
Q , R, P\ (ï , R\ et t$' , exprimera une condition 
sans laquelle on ne pourrait satisfaire à celieii de 
la question , et sera par conséquent Téquation finale 
en y. 

(*) La méthode cl''£ulcr, exposée ici , revient h multiplier chaciin6 
()ct inéquations pxopose'es par un facteur dont les coefficiens ;soient 
indetenoinesy à égaler les produits , et à disposer des coefficiensdo 
manière qucics termes aflectés de Tinconnue x se dc'trnisent entre eux. 
C^^t ainsi qu'il Tu prc'scntcc dans son Introduction à V analyse tle.% 
infinis. Là» 4 désignant Pcxposnnt du degré des produits , celui 
des facieuis se trouTc k-^ m pour l'équation du degré in , et 
' Â— I» pour celle du dtfgré n. Le premier terme de chacun de ces' 
facftcvrs ayant J'*unité pour cocfficictit , Tun contient k-^m coefficicos 
indctcrmiocs, ei Tautrc k — n. La somme Acs produits renferme un 
nombre k de termes affectés de x \ mais il n'eu faut détruire que 
k — I , parce «pie cehii qui contient la plus haute puissance dex, 
«Waaouit p« kii-mémc. Il euit de lit que le uombre total a 4 — m^/i 
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Si cetU équation se trouvait identique^ il s'eiiduiYrait 
que les équations proposées auraient au moins un fac- 
teur de la forme x — tt, quel que fût j^; et si au coo^. 
traire Téquation finale ne comprenait que des quantités 
connues,le8équation8proposée8 seraient contradictoires. 

Lorsque Téquation finale pevt avoir lieu, on obtient 

le facteur ^r*-^* eu divisant la première des équations 

proposées ^ par le poljnome x^+px + q\ on trouve 

pour quotient 

x + P—p, 

et on néglige le reste ^ parce qu'il doit nécessaîremenf 
être nul , lorsqu'on y met pour y «ne valeur tirée de 
J*équation finale. En égalant à téro le qiio tient ci-des- 
sus y on en tire 

et cet{e valeur de x sera connue , ou au moins exprimée 

en y, si 1*011 y remplace p par sa valeur déduite des 

équations du premier degré , formées plus haut. 

Cette même expression -prendra en général une 

M 
forme fractiounaire , e/i sorte qu*on i(ura x:=^ -j^ , ou 

A^OJ— 'Jlifrso; et on voit alori que les valeurs de y 
qui feraient évanouir Mxuultanément M et N, véri-i 
fieraient l'équation précédente^ indépendamment de a;; 
cela viendrait de ce que , par ces valeurs , les deux 
équations proposées acquerraient un facteur commun 
d un degré plus élevé que le premier. Il ne serait pai^ 
difficile de remonter jusqu'aux conditions iu^médiate^ 

ftcs coefficiens indétcnninëi doit être ëgal lik — i , et que par consé- 
quent A = m-|-n — i:on doit donc multiplier Tcquation du degrd m 
par un fkcteor dn degré» -* i , celle du degrc m, par nn fiicteur. du 
degré' m — 1 9 et égaler le$ produits terme à terme, règle semblable 
h celle qu^on donne dans le Cezte. H est bon de remarquer qne cette 
première me'thode d^Euler contient le germe de celle que Bexonf m 
développée dans sa 7Ticori9 des Equations ^Igehriques* 
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qui indiquent cette circon3tance ; maiâ de semblables 
détails passent les bornes que je me suis prescrites dans 
ce TVaîté. 

194* Soient d*abprd pour exemple les équations 

les facteurs qui multiplient x — a seront ici da premier 
degré , ou a; +p et x+p' seulement : on aura donc 

jR=o, B! = o, 5^ = 0, q-=o, (f=o^ /=o, 

et il viendra 

Q+Pp'=^(^,+P'p,) ou {P'p-Ppr^Q-Q^, 
Q/=Q'p, S ^Ç'p-<?//=o. 
On tirera des deux premières équations , 

ÇP-P')P-(^Q-Q'y 
p — p^^p^ *' 

Substituant dans la troisième ^ il en résultera 

iP-P") Q^P—^Q^Q^) Q'z=(P'^P')P' Ç_(Q_Q')^ 

ou (P-/^)(PQ'— QP^4-(Q— Q'y=o. 

Maintenant si dans Féquation 

x = p — P> 

on met pour p sa valeur trouvée ci-dessus , on ob- 
tiendra » €;omme dans le n' i88, 

* — p pf* 

195. Afin de donner au lecteur Tôccasion de s'exercer ^ 

j'indiquerai les calculs à faire pour éliminer a: entie 
les deux équations 



u' A L G i B n £. 369 

Danis ce cas , ou aura 

S'=o, r^=o(i95), 
et il viendra ces cinq équations : 

P+p' =P' 4-p, 

Q + Pp' + qf =Q' ^P'p + q, 
R+Qpr^P(f = Bf ^Q'p+P'q, 

Rq' = R'q, 
auxquelles je donnerai la forme suivante : 

P^p-Pp'+ q-q' =<?-<?'. 

<^P-Qp' + P'9 -Pq'=R - R , 
Rp — Rp' + (yq—Qq'=o, 

B!q — Rq' = o. 

On pourrait , par les règles du n** 88 , tirer immé- 
diatement de quatre quelconques de ces équations , les 
valeurs des inconnues p , p' , ç et ç' ; mais la simplicité 
de la première et de la dernière de ces mêmes équations ^ 
permet d*arriver plus promptement au résultat. Je fais^ 
pour abréger , 

P — />'=e, Q— Q'rzre', R — R' = e''', 

et je déduis ensuite dô la première et de la dernière 
des équations proposées , 

puis, substituant dans les trois autres et faisant dispa- 
raître le dénominateur R , il vient 

(P'_P)/^4-(/l — iî' )(y=:B(e'~Pe).,.(a), 
(Ç'-Q) Rp + (/ÎP' - Pfl') q = R (e"-.Çe) . . . (b) , 
(/{'— fl)/îp + (flQ'— Çfl') q = —R^e (c). 

Si maintenant on tire des équations (a) et (b) les 
valeurs de p et- de q (88) , et qu'on y supprime le fac- 
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teiir R qui sera comiDun aux numérateurs et an déno- 
minateur , on aura 

^ XP'—P){RP'—PR^ — iR--K) iÇ^—Q) * 

_ (^P'—P) (e''—Qe)R—R(/—PeX (/—<?) 
' ~ iP'—P) {RF—PK) — {R—K) ((/— Ç) * 

mettant ces valeurs dans Téquation (c) , on obtiendra 
une équation finale , divisible par R et se réduisant à 

(R'-B)C(e'— Pc) {RP'—PR!)—{R—R){e'^—Qé)'\ 

+^RÇy-QR)\:(.P'-P) (e'-Çc)-(e'-PO (Ç'-Ç)] 
= — ReliP'^P) ^RP'—PK^—^R—R) (Ç'—^;)], 

où il ne reste plus qu'à remplacer les lettres e , e^, e", 
par les quantités qu'elles désignent. 

ig6. Si Ton avait entre les trois inconnues x^yetz^ 
un pareil nombre d*équationidésignéespar (i), (o)et (3}^ 
et qu'on voulût déterminer ces inconnues , on pourrait 
combiiier , par exemple , l'équation (i ) avec (a) et avco 
(3) , pour éliminer ac, et chasser ensuite^ des deux ré- 
sultats qu'on aurait obtenus ; mais il faut observer que , 
par cette élimination successive , les trois équations pro- 
posées ne concourent pas delà même manière à former 
Téquation finale : l'équation (i) est employée deux fois^ 
tandis que (2) et (3) ne le sont qu'une ; et il arrive de là 
que le résultat auquel on p^r^'ient , est compliqué d'un 
fecteur étranger àla question (84). Bézout, danssa7%^o- 
TÎe des Équations , a fait usage d'une méthode qui n'est 
point sujette à cet inconvénient, et par laquelle il prouve 
que ledegré de C équationfinalêy résultante de F élimina- 
tion entre un nombre quelconque d* équations complètes ^ 
renfermant un pareil nombre dHnconnues et de degrés 
quelconques, est égal au produit des exposons quimar* 
quient û degré de ces équations. On trouvera dana 
le Complément de ce Traité^ la démonstration élé- 
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gante et courte que M. PoîsKon a doiînéd de Cette pto- 
position^ qu'il eât d'ailleurs fort aisé d« vérifier sur 
les équations finales rapportées dans les n°*i94 et igB^ 
En supposant complètes les équations proposées dans 
ces numéros , Tinconnue centre aa premier degré dans 
P et P\ au deuxième dans Q et Q\ au troisième 
dan^ R et If', il s'ensuit que e sera du premier degré , 
e' du second , e" du troisième , et que les termes du 
degré le plus élevé des produits indiquée dans Pé- 
quation finale du n^ 194, auront pour exposant 4> 
ou 9.d I et ceux de l'équaticHi finale do n* i£^ au-^ 
ront 9 y ou 3.3. 

De la recherché des racines commensurables , et des 
racine^ égales des équations numériques, 

197. Après avoir fait connaître les principales pro- 
priétés des équations algébriques, et la knaûière d'en 
éliminer les inconnues , lorsqu'il y en a plusieurs , je 
vaism'occuperde la résolution numérique des équations 
à une seule inconnue , ç'est-^à-dire^ de la recherche de, 
leurs racines, lorsque leurs coelEciens sont exprimés 
en nombres (*). 

Je commencerai par montrer que quand Véquatian 
proposée n'a pour caefficiens que des nombres enîiei's , 
et que celui de Son premier terme est tunité, ses ra-* 
cines réelles ne sauraient s'exprimer par des fractions , 
et ne peuvent être par conséquent que des nombres e/r- 
tiers y ou des nombres incommensurables. 



C*) On n'a point , ponr les étf^rés rapérietirs au qnAtrième , de 
résolution générale; il n^y a mém6, h proprement parier , ^e celle 
des éq[uations du second degré, que Ton puisse regarder comme com' 
plète. Les expressions des racines d<!s éqnalidos dfl tronîème et da 
quatrième degré sont fort complique'es , sujettes k des exceptions, 
et beaucoup moins commodes dans la pratique, que les procédés que 
je vais donner ; on les trcMivera 4'aiIIéiirt danx le ComplémcnU 
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Pour le prouver, soit Téquation 

a:»4-Px*-' + Qx»-* ^Tx-t-U=o, 

dans laquelle on substitue une fraction irréductible 

T à la place de x ; elle deviendra 

et en réduisant tous ses termes au même dénominateur, 
on aura 



tt»+Pû»-»6+ QaT^b' ^Tab*"-^ -f- l/i»=o. 

ce qui revient à 

û»+i(Pa»-'+Ça«— i 4-rai— *-f-t/i— *)==0. 

Le premier membre de cette dernière équation est 
formé de deux parties entières , dont Tune est divisible 
par b y et l'autre ne Test pas (38) , puisqu'on suppose te 

fraction 7 réduite à sa plus simple expression , ou que a 

et b n*ont aucun diviseur commun ; Tune de ces parties 
qe peut donc détruire Tautre. 

198. C'est d'après cette remarque qu'on a reconnu 
l'utilité de faire disparaître les fractions d'une équation, 
ou de rendre ses coefficiens entiers , ma^ de manière 
néanmoins que le premier terme n'en acquière point 
d'autre que l'unité; et l'on y parvient en faisant l* in- 
connue proposée égale à une nouvelle inconnue divisée 
par le produit de tous les dénominateurs de V équation ^ 
puis en réduisant tous les termes au même dénomina- 
teur, par le procédé du n° 5â. 

Soit pour exemple Téquation 

« ax* bx c 
m n p 
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on prendra x == —^ — , et mettant cette expression de x 
dans l'équation proposée , on obtiendra 

le diviseur du premier terme €X)ntenanttous les facteurs 
des autres diviseurs^ on multipliera par ce diriseur, et ou 
réduira chaque terme à sa plus simple e^ressioii : on 
trouvera alors 

Quand les dénominateurs 771^ n, p , ont des divi- 
seurs communs , il ne faut diviser y que par le plus 
petit nombre qui puisse se diviser en même temps par 
tous «les dénominateurs. Ces simplifications sont trop 
faciles à apercevoir^ pour qu'il soit besoin de. s'y ar- 
rêter; je me bornerai seulement à faire observer que si 
tous les dénominateurs étaient égaux àm^ il suffirait de 

faire x =-^. 
m 

L'équation proposée , qui serait alors 

- aaf bx c 

x'4- — -f--r-H =0 , 

m m jn 

deviendrait 

m' mr mr m 
et l'on aurait 

y^ + oy^ + ^ ^y 'i'Cm*:=^o, 

n est visible que l'opération ci -dessus revient à 
multiplier toutes les racines de la proposée par le 

nombre m , puisque x = /2L donne jf = wi a;. 
Elém. d'Algèbre. i4* édition. 18 
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1-99 ' ^^ntenant , puisque a étant la racine de l'éqna' 
tîon x* + P x^'+ Qaf^. ...+Tx + U=zo, on a 

U=—a''—Pa*-'^'^Q(^'^ —Ta (179) , 

il en résulte que a est nécessairement un des diviseurs 
du nombre entier U, et que par conséquent lorsque ce 
nombre a peu de diviseurs^ il suffira de les substituer 
successivement à la place de x, dans Féquatioa pro- 
posée, pour reconnaître n elle a une racine en nombres 
entiers ou non. 

Si Von a , par exemple , l'équation 

jsP — 6x*-f"27x— 38=o, 

le nombre 38 n'ayant pour diviseurs que les nombres 

1, a, 19, 38, 

on les essaiera, tant positivement que négati ¥ apiB ut , «1 
YosL trouvera que le seul nombre entier -f- a s a ti sEu t à 
l'équation proposée, ou que x=a. On divisera ensuit* 
l'équation proposée, par x— a; ég^dantàzéiole qw^ 
tient, on formera l'équation 

a:* — 4^H- i9 = o> 

dont les racines sont imaginaires ; et en résolvant celle- 
ci on trouvera que la proposée a trois racines , 

x=3, a:=a + V/ — 15, x==a — \/ — 15. 

aoo. Le procédé que je viens d'indiquer pour dé- 
couvrir le nombre entier qui satisfait à une équation , 
devient impraticable lorsque le dernier terme de cette 
équation a beaucoup de diviseurs ; mais l'équation 

t/=— a»--Pa"-' _ Qa»-* — Ta, 

fournit de nouvelles conditions qui abrègent beaucoup le 
calcul. Afin de rendre la méthode plus claire, Je pieBâni, 
tomme exemple, l'équation 

x^+Px'+Qx^+Rx+S^o; 
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tz èéiSgnant toujours la racine , on aura 

.5=— Ba — Qa»— .Pa'— a*, 
d*où l'ou tirera ' 

a 

On voit d'abord par cette dernière équation, que — doit 

n 

être un nombre entier. 

Passant ensuite R dans le second membre^ il idendra 

o 
— -f /î=r— Ça— Pc»— a»; 

S 
faisant pour abréger f- /l= ii', et divisant lés deux 

membres de Véquation 

ii'— — . Ça— Po"— «» 
par a, on aura 

R' 
a ^ 

d*où l'on conclura que — doit encore être un nombre 

a 

entier. 
Passant Q dans le prçmier membre , faisant. • ; • • 

— -{- Ç=: Ç', puis divisant les deux membres ptf #^ 

on obtiendra 

2.— _p— a, 
a 

d*où Ton conclura que -^doit être un nombre entier. 

18.. 



N 
« 



aj6 à i, iL M E V s 

Passant enfin P dans le premier membre, faisant 
•^ -f-PzrzP', et divisant par a, onama 

a 

Réunissant les conditions que je viens d'énoncer, on 
verra que le nombre a sera la racine de l'équation 
proposée , s'il satisfait aux équations 

— h 1 = 0, 

a 
de manière que R\ Q' et P', soient des nombres entiers. 

II suit de là que, pour s'assurer' si l'un des diviseurs a 
du dernier terme S peut être la racine de l'équation pro- 
posée y il faut , 

1 ® . Diviser le dernier terme par le diviseur a, et ajouter 
ou quotient le coefficient du terme affecté de x; 

a**. Diviser cette somme par le diviseur a, et ajouter 
au quotient le coefficient du terme ctffecté dex*; 

3^. Diviser cette somme par le diviseur a , et ajouter 
au quotient le coefficient du terme affecté de x^; 

4^. Diviser cette somme par le diviseur a, et ajouter 
au quotient l'unité , ou le coefficient du tenne ctffecté de 
x^; le résultat devra être égal à zéro , si a est eneffet Im 
racine. 

Les rè^es ci-dessus conviennent à un degré quel- 
conque, en observant que l'on ne doit trouver zéro pour 
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résultat que lorsqu'on sera parvenu au premier terme de 
l'équation proposée (*). 

floi. Lorsqu'on applique ces règles à un exemple 
numérique y on peut disposer le calcul de manière à 
faire subir chaque épreuye à tous les diyiseurs du der- 
nier terme en même temps. 

Voici, pour l'équation 

oc* — g-o:' + 23 x^— flox + i5 = o , 
le tableau du calcul : 

+i5, + 5, + 3, + 1, — 1, - 3, — 5, --15, 
+ ^ + 3, + 5, +i5, — 15, — 5, — 3, — 1, 
"-*9> — 17> — ï5, — 5, —35, — 25, — a3, —ai, 

-5,-5, +35, 
+ 18, +18, +58, 
+ 6, +18, —58, 

— 3, + 9, —67, 

— »> + 9> +67> 

G. 

Tous les diviseurs du dernier terme i5 sont rangés 
par ordre de grandeur, tant avec le signe + qu'avec le 
signe — , sur une même ligne (c'est la ligne des divi- 
seurs a. ) 

La seconde ligne contient les quotiens du nom- 
bre i5, divisé 'successivement par tous ses diviseurs 

(c'est la ligne des quantités — \ 



(*) B ne serait pas difficile de s'assurer par la formule des quotiens 

donnde dans le numéro 180, qae les quantités -9 — , — » prises 

avec le signe—, sont, en commençant par le dernier terme, les 
coefficiens du quotient du polynôme 

divisa par X-^a, et qui est par conséquent 
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' La troLnème ligne a été formée en ajoutant i la pré* 
cédente le coefficient — 220 qui multiplie x (c*est la 

ligne des quantités iP = — -f" ^)« 

o 

La quatrième li^e contient les quotiem de chaque 
nombre de la précédeiite par le diyiseur qui lui cbr- 

c*eât la ligne des quantités — j. On a négligé 

dans cette ligne tous les nombres qui n'étaient pas 
entiers. 

La cinquième ligne résulte des nombres écrits dans 
la précédente , ajoutés avec le nombre oS qui multiplie 
X* (cette ligne comprend les quantités Q^). 

La sixième ligne contient les quotiens des nombres de 
la précédente par le diriseur qui leur correspond , 

( elle renferme les quantités ^ Y 

La septième comprend les sommes des nombres de la 
précédente et du coefficient — r 3 qui multiplie x^ ( on y 

trouve les quantités-^ + «P )• 

La huitième enfin s'obtient en divisant chacun des 
nombres de la précédente par le diviseur correspondant 

f c'est la ligne de — j ; et comme on ne trouve — 1 que 

dans la colonne marquée -)- 3, on en conclut que l'équa- 
tion proposée n'a qu'une racine commensorable , savoir 
+ 3 ; en sorte qu'elle est divisible par x — 3 (*). 

On peut omettre dans le tableau les diviseurs -f- > et 
— 1 , que l'on éprouve plus facilement par leur sub* 
£titution immédiate dans l'équation proposée. 

^— ^ ^— ^— ^—M ^»— — — — ^— — — — — ^-i— ^— ^— ^^— « ' 

En formant le quotient d'après la note précédente, on trovve 
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2oa. Soit encore , pour exemple , l'éqoation 

a;3—7j;* 4.36 = 0. 

Après s'être assuré que les nombres -f- 1 et -r- 1 ne 
satisfont point à cette équation^ on formera , d'après le» 
règles précédentes ^ le tableau ci-dessôus, en observant 
que le terme multiplié par x^ manquant à cette équatio n, 
il doit être censé avoir o pour coefficient; il faut donc 
«nptnrimer la troisième ligne /et déduire immédiatement 
la quatrième de la seconde. 

H-36,+i8,+ia,-h9,-H5,+4.+ 3,+ a,— 3,- 3,— 4,-6,-9,-1 a,-i8,— 36» 
-^ i,+ a,-f- 3,H-4,4^,+9,4-ia,-f 18,— 18,— la,— 9,-6,— 4,— 3,— a,— i. 

I 

+i> + 4>+ 9J4-.9»-*- 4> +" 
—6, — 3,-f -a,-*- a,— 3, —6 

—^ — ï»+ «>— i>+ ï» -4-« 
o, o, o. 

On trouve dans cet exenqile Hois nombres qni sati»^ 
font à toutes les conditions , savoir : + ^ > + 3 et— 2 ; 
on obtient par conséqu^it , en même temps , les trois 
racines dont Téquation proposée est susceptible, et 
Ton reconnaît qu'elle est le produit des trois facteurs 
simples x — 6, x — 3et o; -f-a. 

ao3. Il est bon d'observer qu'il y a des équations lit- 
térales qui se transforment sur-le-champ en équations 
numériques. 

é 

Si l'on avait , par exemple , 
en faisant j^ = p x , il viendrait 

résultat divisible par p^ , et qui se réduit i 

x'^ ao:* — '33 o; + 14 == o. 
Le diviseur commensurable de cette dernière éqiïation 
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étant x+7, «t donnant a: = — 7, on aura 

L*équation en ^ est de celles que l'on appelle équa^ 
fions homogènes , parce qu'en faisant abstraction des 
coei&ciens numériques , chacun de ses termes renferme 
le même nombre de facteurs (*). 

ao4- Lorsqu'on connaît une des racines d'une équa* 
t^on , on peut prendre pour inconnue la différence entr» 
cette racine et l'une quelconque des autres ; on parvient 
piar ce moyen à une équation d'un degré moindre qae la 
proposée , et qui jouit de plusieurs propriétés remar- 
quables. 

Soit l'équation générale 

et soient a^ b , c, d, etc, ses racines; en y substituant 
o -{-^ au lieu de Xy et développant les puissances , dn a 

m. I »-.i ■ TitCm — 1) - , - . , , , 

+Ça»-*+(m— fl) Ça»-Sy4.^iîiZ:£2fc^ Çc»-^+... 



•+-Ta +Ty 
■i-U 



(^) Les lecteurs qui Toadraient pins de détails sar la recherdie dc« 
diviseun commensurables des équations , les trouTeront dans la 
m» partie des Elémens d'Algèbre de Glairaut. Ce Géomètre s'rtt 
occupé des équations littérales aussi bien que des équations nu- 
mériques. 
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r&nltat dont la première colonne , semblable à l'équa- 
tion proposée ^ 8*évanoiiit d'elle-même^ puisque a est 
une des racines de cette équation ; on peut donc sup- 
primer cette colonne , et diviser ensuite par y tous les 
termes restans : il yient alors 



ma 



m— 1. 



m(7»— i) 



a"*^J^4----+> 






< 



)Qtf-3 , (^^^X^-^^g,,^^,^ 




(mr^ Rgn^i^ ^'"'^^"'-^ Ra^y+ . . . 



Cette équation aurayisiblement pour ses m^i racines , 
y=b — a, y^zzc^a, y^=-à — a, etc. 

Je la représenterai par . ^ 

(d). 



. B C 



-fyn^»:=:0. 



2 -^ ' 2.3* 

en faisant , pour abréger , 

ma"»-»-f-(7ii— OPû'^-^+Ctii— 2)Qa«-3 + 7!==y^, 

m (771— 1 )a"-^4- ("*— ï ) ('w— 2) Pa'*-^ =^ , 

etc. , 

et je désignerai par /^l'expression 

a"» -l-Pa»"-" + Ç a"»-» + Ta'-\'V. 

20&. SiTéquation proposée a deux racines égales , si Toh 
a, par exemple ^ a=b y Tùne des valeurs de j» , savoir , 
b — a, deviendra nulle; il faudra donc que T équation (d) 
soit satisfaite en y faisant ^' = o ; or cette hypothèse 
fait évanouir tous les termes , excepté le terme tout 
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connu A : ce dernier doit donc être irai par Itd-inême; 
la valeur de a doit donc satisfaire en même temps aux 
deux équations 

iP'sro et y^=o. 

Quand la proposée aura trois racines égales à a, savoir , 
a — b . — c^ deux des racines de l'équation (d) deviendront 
nulles en même temps, savoir, b — a et c— a; dans ce 
cas, l'équation (d) sera divisible deux fois de suite par 
y — o (179) ou^; or c'est ce qui ne pent arriver que 
quand les coefficiens A et B sont nuls : il faut donc que 
la Taleur de a sa&£asse en même t^aa^ps asx trois ^«{lui- 
tiens 

/^=xo, wrf=o, j5=o. 

En poursuivant ces raisonnemens , on verra que lors- 
que la proposée aura quatre racines égales, l'équation 
(d) aura trois racines égales à zéro, ou sera divisible 
trois fois de suite par j^^ ce qui exige que les coefficiens 
A , Bet C, soient nuls en même temps, et que la valeur 
de a satisfasse par - conséquent i k fois aux quatre 
équations 

/^=:o, A=^o, ^=0, C=.o, 

TiTon-seoIement on pettt, par ce moyen, reconnatre si 
une racine donnée a se trouve plusieurs fois parmi celles 
de l'équation proposée ; mais on en déduit encore un pro- 
cédé potir ^'assurer si «cette équation a des racines ré- 
pétées dont on ignove la valeur. 

Pour cela , il faut observer que dans le cas où l'oo a 
^ = G , ou 

m tf»-' + (/n-^i) P o^"^ + (ro— a) QaT^^. . .+21=0, 

on pent regarder a comme la racine de l'équadon 

ulc— » -f (m— t ) Px«^ -+- (m— fl) Çx—^ . . .+T=zo ^ 

jc désignant alors mie incomiue quelconque ; et puisque 
'm 9e trouvé aussi la racine de l'équation ^= o , ou 

x"» + P a;"»-* + etc. = Q, 
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il suit en n* 189, que x-— <i est un facteur commun dea 
deus: équations dniessus. 

C^iangeant de même a en a? dans les quantités fi ^ 
Cy etc., le binôme â; — a deviendra pareillement fac- 
teur des nouvelles équations i^^ro^ •C;:=o,etc.y ei la 
radne a annulle les quantités pnmîdFee B , C, et'C. 

C!e que Ton vient de dire pour la racisie a convien- 
drait également à toute autre racine qui serait répétée 
^^SèÀe&c% feis; ainn, en cherchant^ par la méthode du 
plus grand commun diviseur , les facteurs communs aux 
équations 

/^=o, -<rf = o, ^ = Q> CzzzQy etc., 
ces facteurs donneront les racines égales de la proposée, 
dans Tordre suivant. 

Les facteurs communs aux deux preinîèrés équations 
seulement , sont des facteurs doubles de la proposée , 
cW«4-dire que si Ton ^ouve pour commun diviseur 
entre /^=so et y^=Oy une exffr^ûxm de la forme 
(x'— <t)(a;-^C) , par exemple, l'iaconnue x aura 
deux valeurs égales à c& , et deux autres égales à C « 
ou la proposée a«ï^ ces tpiatre facteurs : 

(07— rt), (a;— tf), (a: — C), (07 — C). 

Les facteurs conimuns à la fois . au% .trois premières^ 
des /équations ci-dessus , indiquent des facteurs triples 
dans la proposée; c'est-Â-ndire que si les premiers sont 
delà forme (a: — ^)(^— C), par exemple, les se- 
conds seront de celle-ci : (x— «t)^{x— C)^ Il est 
facile de pousser ces considérations aussi loin qu*on 
voudra. 

206. Il est à propos de remarquer que Téquation 
*^=o , qui , par le changement de a en a? , devient 

se déduit immédiatement de Téquation /^=o, ou de 
la proposée 
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en multipliant chacun des termes de cette .dernière par 
l'exposant de la puissance de x qu*il renferme ^ et di- 
minuant ensuite cet exposant d'une unité ; sur quoi il 
faut observer que le terme l/^ étant équivalent à Uy^jc?, 
doit s'anéantir dans cette opération, où il se trouve mul- 
tiplié parc, L' équation i^=o se tire de ^=0,. comme 
A=2o se tire de /^=o; C=o se tire de'iB=o, 
comme celle-ci se tire de A=o^ et ainsi de suite Ç*). 
5207. P^ur éclaircîr ceci par un exemple , je prendimi 
l'équation 

afi — i3a;*+67x' — I7ia:*4-^i6«^ — io8=o; 

l'équation ji=o devient dans ce cas 

5x^ — Sax' + floia:* — 342x4-216=0; 
son diviseur commun avec la proposée est 

x^ — 8a:* + 2ia;— 18. 

Ce diviseur étant du troisième degré , doit renfermer 
lui-même plusieurs facteurs ; il faut donc chercher s'il 
n'en aurait pas de communs avec l'équation B=x), qui 
eàtici 

20a;' — i56a:*-|-4o2x— 34»=o; 

et on trouve en effet pour résultat x — 3 : donc la pro- 
posée a trois racines égales à 3, ou admet (a: — ^3)^ au 
nombre de ses facteurs. Divisant alors le premier di- 
viseur commun par a7-»-3 autant de fois de suite qu'il 
est possible, c'est-à-dire deux fois, on trouve a:— a. Ce 
diviseur n'étant commun qu'à l'équation proposée et à 
l'équation y^=o, n'entre que deux fois dans la pro* 

(*) On conclorâit facilement de ce qalprëcède, qne le dlTÎfenr 
commun entre les ëquâdonit l^=o et ^ = 0, contient les factenn 
^ux, ëlevës h une puissance moindre d'one unité que dans la pro- 
posée; mais, la connaissance de cette proposition notant pas néces- 
saire pour ce qui suit, \e Tai renvoyée au Complément ^ oh elle 
<si€ prouvée d^une manière qui me paraît assez siinpU. 



d'à L 6 £ B B 1. â85 

posée. On voit enfin que cette équation Wt équiva- 
lente à 

(x— 3)3(a; — ayr=o. 

âo8. L*équation (d), qui donne les difFérences entre 
la racine b et chacune. des autres^ lorsqu'on y met b 
pour a y les différences entre la racine c et chacune des 
autres y lorsqu'on y met c pour a y etc. ^ ne changeant 
point de forme par ces diverses substitutions , et conser- 
vant les mêmes coeiHciens ainsi que la proposée y peut 
être généralisée de manière à renfermer toutes les dif- 
férences des racines combinées deux à deux. Pour cela 
il suffit d'en éliminer a au moyen de l'équation 

a"»-f-Pa"»-» -f- Ça»"-* 4- Ta+ U=0'y 

car le résultat ne dépendant que des coef&ciens , et ne 
conservant aucune trace de la racine qu'on a considé- 
rée en particulier, conviendra également à toutes. 

' Il est visible que l'équation finale doit s'élever an 
degré ?» ( m— i ) ; car ses racines 

a— 6, CE— c, a^-^dy etc., 

A— a, 6 — c, o — rf, etc., 

C'^^Uy c — i, c— d, etc., 
etc. , 

sont eu même nombre que les permutations qu'on peut 
former en arrangeant, deux à deux, les m lettres a, fr, 
c, etc. De plus | ' puisque les quantités 

a — 6 et b — a, a — c et c-^-ay b — c et c — 6, etc , 

ne diffèrent que par le signe , les racines de l'équation 
seront égales deux à deux , abstraction faite du signe , 
en sorte que quand on aura y = * , on aura en même 
temps ^= — «6. Il résulte de là que cette équation ne 
doit renfermer que ides termes -où l'inconnue monte à 
un degré pair; car son premier membre doit être le 
produit d'un certain nombre de facteurs du second 
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degré ât fai fonne 

elle sera donc elle-même de la forme 

y+py^'^ + qf^ ^ fy+u=o. 

En faisant y^snzy on la changera en 

z^+pz'^^ + qz'^^ +te + u=o; 

et Vinconnue z étant le qnarré dey y aura pour yâlenrs 
ks quarréa des différences des racines de la proposée. 

n est i propos de remarquer qne les différences 
«ntre les racines réelles de 'la proposée , étant nécessai- 
rement réelles^ lems quarrés seront positifs , et que par 
conséquent ]l* équation en z n'aura que des racines posi- 
tives y si la proposée n'en a que de réelles. 

Soit pour exemple Téquation 

x* — 7a:-f-7=o; 
en y faisant 07=0+^, on aura 

+ 7 

En supprimant les termes c^ — 7 a + 7 , dont l'ensemble 
est nul, d'après l'équation proposée » et divisant le reste 
par ^, il viendra 

3û»— 7+3fly+y=o; 

éliminant a entre cette équation et Téquatioa 

08—70+7=0, 
en aura 

y — 4ay + 44ijf»— 49=^o; 
faisant «=^» il viendra 

aog. La substitution de a-^y au lieu de x, dans 
Téquatioa 
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X"» + Px"»-» + Çx"»— + U= O (204) , 

s'emploie aussi quelquefois pour faire disparaître un dea 
termes de cette équation. On ordonne alors le résultat 
par rapport aux puissances de y qui remplace Fin- 
connue Xy et on regarde la quantité a ' cqmme xine se-» 
conde inconnue , qu'on détermine en égalant à zéro le 
coefficient du terme qu'on Teut faire dispar^utre ; on a 
d« cette manière 






+ Q y"^ +<?«' 



=o. 



Si le terme qu*on veut ôter est le second ^ ou celui 
qui est affecté de j"^',onfait7na-t-^=Oi d'où Ton tire 

P 

a = — — . Substituant cette valeur dans le ré- 
m 

sùltat y il ne reste que les termes affectés de 

I) suit de là, qu'on fait évanouir le second terme 
d*une équation, en substituant à^ l'inconnue de cette 
équation une nouvelle inconnue, à laqueUe on jointoie:' 
coefficient du second terme pris avec un signe contraire 
à celui dont il est affecté, et divisé par l'exposant du 
premier terme. *> 

Soit^ pour exemple , l'équation 

la règle donne 

I 

et substituant, il viendra 



r 
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^ — ^+1^— 8 

+ 4 
ce qui se réduit à 

où le terme affecté de y^ n'entre plus. On ferait dis- 
paraître le troisième terme ( affecté de y^"^^ ) > «a 
égalant à zéro l'assemblage des quantités qui le mnl* 
tiplient , c*est-à-^e en posant l'équation 

-^ ^a* + (m— i)Pa-f-Ç=o, 

En suivant cette marche^ on reconnaîtra sans peine 
que l'évanouissement du quatrième terme dépend 
d'une équation du troisième degré , et ainsi de suite 
jusqu'au dernier^ qu'on ne peut faire évanouir qu'en 
posant l'équation 

absolument semblable à la proposée. 

La raison de cette ressemblance est aisée à dé- 
couvrir. Égaler à zéro le dernier terme de l'équation 
en ^ y c'est supposer que Tune des valeurs de cette in* 
connue est zéro ; et si Ton fait cette h}rpothèse dans 
l'équation 07 ==y+a, il en résulte x-=za\ c'est-à-dire 
que dans ce cas la quantité a est nécessairement une 
des valeurs de x, 

âio. On a quelquefois besoin de décomposer une 
équation en facteurs d'un degré supérieur au premier; 
je ne saurais exposer ici en détail les divers pro- 
cédés que l'on peut employer à cet effet ; je don- 
nerai seulement un exemple de cette recherche. 

Soit l'équation 
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dont il faut cléterminer les facteurs du troi^ème degré; 
je représente l'un de ces facteurs par 

x' -f- p jc* -f- 7 Jî -f- r , 

les coelHciensp^ 17 et r étant indéterminés. Ils doivent 
être tels , que le premier membre de l'équation proposée 
soit exactement divisible par le facteur 

x? -f- px^ + 9^ + '** 

indépendamment d'aucune valeur de x \ mais en faisant 
actuellement la division , on trouve pour reste » 

— ( p^ — Qpq — s^^p -f- r — la ) a:* 

— lp'q—pr--(t'^^^ + ii)x 

expression ({ui s^annullerait d'elle-même ^ et incJéj^h* 
damment de a:, si l'on y mettait pour les lettres p^ q\- 
et r^ les valeur» qui conviennent à l'état de la ques- 
tion : on anrait.donc alors 

f? — 'ap<7— 24p + r— ia=0;^ 
p*9— pr— <7*-.a4<7+ii=a, 
pV — (jfr— a4r— 7=0. 

Ces trois équations renferment les conditions néces- 
saires pour déterminer les inconnues p^ </ ^ et r; et c'est 
à leur résolution que se réduit la question proposée. 

De la résolution par approximation des équations - 

numériquesi 

ail. Après avoir épuise la reoherohe des diviseurs 
commensurables , il faut recourir aux méthode d'ap^f 
proximatiouy qui reposent: sur le principe suivant : 

Lorsqu'on a trouvé deux quantités qui , substituées 
dans une équation à la place de l'inconnue, donnent 
deux résultats de signes contraires; on doit en conclure 
Élénu d'Algèbre. 14* édition. 13 



», 
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qu'une des radhes de V équation proposée est comprise 
entre ces deua: quantités, et est par conséquent réelle. 
Soit| pour exemple^ l'équation 

0:^—130:*-}- 7 a:—* i=o; 

Â Ton substitué successivement a et ao à la place de x^ 
le premier membre , au lieu de se réduire à zéro , de^ 
vient égal à — 3i dans le premier cas, à -f* S933 dans 
lé second , et il suit de là que cette équation a une 
racine réelle comprise entre a et ao , c'est-à-dire , plus 
grande que a et moindre que ao. 

Comme j'aurai souvent besoin d'exprimer cette re- 
lation , î'eifiploîerai les signes ^ et <^ dont se servent 
les algébristes pour marquer l'inégalité de deux gran- 
deurs, en plaçant la plus grande des deux quantités 
devant l'ouverture . du signe, et l'autre à la pointe. 
J'écrirai, en Conséquence, 

ic^ a , pour X plus grand que a , 
x^aOi pour X plus petit que 20. 

Cela posé , pour prouver l'assertion précédente, on 
peut raisonner comme il suit. En réunissant d'un côté 
les termes positifs de l'équation proposée^ et de Tautre 
les termes négatifs , on a 

a:'-|-7a:— (i3x*+i) , 

quantité qm s*est trouvée négative lorsqu'on a fait 
a;=: a ^ parce que , dans cette hypothèse, 

et qui est devenue positive lorsqu'on a fait x= ao^ 
parce qa'alor» 

de plus il est visible que les quantités 

a?+7x et i3x*+i; 

I 
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augmentent toutes deux^ lorsqu'on donne à x des. va- 
leurs de plus en plus grandes^ et qu*en prenant 
ces valeurs aussi proches les unes des autres qU*on 
voudra, on pburra faire croître les quaiitités propo- 
sées par des degrés de telle petitesse qu*on le jugera 
à propos. Mais puisque la première des quantités ci- 
dessus, d'abord plus petite que la seconde, est de- 
venue ensuite plus grande , il est évident qu'elle a un 
accroissement plus rapide que Tautre, au moyen du- 
quel elle compense l'excès que cette dernière avait 
sur elle , et la dépasse ensuite : il y a donc un moment où 
ces deux quantités sont égales. 

La valeur de a;, quelle qu'elle soit (mais dont Texi* 
stence vient d'être prouvée ) , qui rend 

donnant 

x^+jx-^ (i5x*-f-i)=:o, 

ou a:*— i3a::^-f-7Jf — i=o, 


■ 

est nécessairement la racine de l'équation proposée. 
Ce qu'on vient de voir sur l'équation particulière 

x^ — i3a;*+7^ — i =o> 

peut s'appliquer à une équation quelconque, dont je 
désignerai la somme des termes positifs par P, et celle des 
termes négatifs par A^ 3oit a la valeur de x qui a donné un 
résultat négatif , et b celle qui en adonné un positif; ces 
deux circonstances n'ont pu avoir lieu que parce que , 
par la' première substitution , on avait P<^A^, et parla 
seconde P ^iV : P ayant donc dépassé N, on en conclura, 
comme ci-dessus, qu'il existe une valeur de x comprise 
entre a et i , qui donne P = iV. (*) 

(*) Les raisonnemens ci-d^sns , regardas en gencralcommc o^ez 
c'viclena, ont rccaxle M. Encontre des dtTeloppemehs utiles, que 

^9- 



,1 
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Le raÎBonnement ci -dessus exige qae les yalean 
qn'on donne i x soient tontes dénx positives on toutes 
deux négatives ; car lorsqu'elles ont des signes diiFé- 
renSy celle qui est négative fait changer de signe les 
termes de l'équation proposée , qui contiennent dès puis- 
sances impaires de x ^ et par conséquent les expressions 
P et iVne sont pas composées de la même manière dans 
une substitution et dans l'autrei. Cette difficulté disparaft 
en faisant x = c, par là Téquation proposée se réduit à 
son dernier terme , qui se trouve nécessairement de signe 
contraire à celui du résultat de la première on de la 
seconde substitution. Soit, par exemple,^ l'équation 

oA — na^ — 3x*— i5a7— 3 = 0, 
dont le premier membre , lorsqu'on y £ût 

je crois deroir rapporter ici pour les lectenis qui dësirenûenc des 
preorres plus détailUes. 

1*. Voici comment-on pem s'assnxer de la possibilité de (airs 
prendre des accroissemens anssi petits qa^on le Tondra, aux poljnoi^es 
P et JY. Soil P sa «jt»-f.Cr*.... -t-/^»m étant le pins liant 
exposant dex ) si Ton y met c -f-jr an lien de or, oe polynose 
prendra la forme 

A-hEf^ cr + 7y«, 

les coefl^ensy^, B^ Cf.o.Ty étant en nombre fini et de Taleor finie \ 
■ le premier terme A sera la yalenr qne prend le polynôme P^ lonqae 
x'=za'j le reste 

tera la quantité dont ce même polynôme s^accroft quand otk 
augmente de j^, la Talenr x=z a. Cela posé, si ^daigne le pies 
gruiddes coefficiens B^ €,..• T^ oo apra 

or 

donc ^ 



\ 
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x=i= — 1 et a: = a, 

devient -f- i a et — 4^. En supposant x= o , il se réduit 
â — 3 ; les deux substitutions 

' xzn^o et 0;==— 1, 

V 

donnent donc deux résultats demgneè contraires ; mais 
en mettant -—y au lieu de x , Téquatioh proposée se 
change en ^^ 

et Ton a ^ 

d'où 



et par conséquent raocroiffcmet da polynomeP lera plof petit 
qu'une quantité donnée quelconque c , si Ton tend ^^ - 

moindre qu ? cette quantité : or c^est à quoi Ton parviendra en faisant 
—-£— zz c, parce qu'alors , jr = y — , étant < i, la quantité 

-»■ "7^ -f égale à — ^ — ' ^'iwra nécessairement moindre 

que la quantité c, dont rien ne limite la petitesse. 

a*. Si Ton daigne par h Faecroissement du poljnome P , par A 
celui du polynôme iV, le changement qui en résultera daus la -^eur 
de leur différence sera h — Ai , et pourra être rendu ^us petit qu'une 
quantité donnée , en rendant plus petit que cette même quantité , 
l'accroissement qui est le plus grand des deux : on pourra donc , 
dans i^interralle de x=za k x=: bj faire changer par des quantités 
aussi petites qu'on voudra, la différence des polynômes P et iV^ 9 
et puisqu'elle passe du négatif au positif datis cet intervalle, elle 
s'approchera nécessiûrement de zéro d'aussi près qu'on voudra. 
( Voyez les Annales de Mathématiques pures et appliquées , 
pubUéci par M. Gergonne , T. IV , pag. aïo. } 
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P<^N, lorsque jf = 0| 
P '^ N , lorsque y :=z i. 

On peut doùc rabonner dans le cas actuel comme dans le 
iprécédent , et en conclure que Téquation enjr a une ra- 
cine réelle comprise entre o et+ 1 ^ d'où il suit que celle 
de l'équation en x se trouve entre o et — i , et par con- 
séquent entre «^j^ d et — ^ i. 

La proposition que î>'ai énoncée ne pouvant pré-^ 
senter que des cas qui rentrent dans Vvn on l'antre 
de ceux que je viens d'examiner , est sufiisamment 
prouvée. 

2212. Avant d'aller plus loin , je ferai remarquer 
que ^ quels que soient le degré d*une équation et ses coef- 
ficiens, on peut toujours assener un nombre qui, substi- 
'tué à l'inconnue, rende le premier terme supérieur à 
la somme de tous les autres. On sent d'abord la vérité 
de cette assertion , pour peu qu'on ait observé la marche 
que suivent les accroissemens des ^ diverses puissances 
d*tm nombre plus grand que l'unité (iâ6)> puisiqne par- 
mi ces puissances , la plus élevée surpasse d'antant plus 
celles qui lui sont inférieures^ que le nombre dont il s'agit 
est plus considérable , en sorte que rien ne limite l'ex- 
cès de la première sur chacune des autres ; de plus, voici 
comment on peut trouver un nombre qui remplisse la 
condition énoncée. 

n est visible que le cas le plus défavorable serait ce- 
lui oà l'on rendrait tous les coef&ciens de Téquation 
égaux au plus grand , c'est-à-dire , si au lieu de 

x~+ Pjc"»-' + Çx«-* + Tx+ U=zo, 

« 

on prenait 

x"* -f-Sx'»-» + Sx^-^ +Sx + S= o , 

S désignant le plus fort des coefficiens P ^ Q, . . . .T,Um. 
La différence entre le premier terme et la somme de 
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tout les autres étant alors 

on remarquera que 

op^-'+x"-* +i = ^~\ i58), 

X— 1 

■ ■ * ■ ' 

et par cette expveaskm, on changera taprécédeute eik 

x^ > ■ . f ou ena:~ + ■ ■ . 

X — 1 X — 1 ' a>— 1. 

• * 

Si l*on met ensuite M au lieu de x^ il Tiendra. 



quantité quon rendra positive , si Ton; fait 

car ti Ton divise chaqiie membre de cette équation* 
par itf", oh aura 

S • 

En substituant donc au&u fle:x le phisgrand des coel&- 
dens-de l'équation , augmenté de TunSté^ on rendra 
le premier terme plus fort que la somme d6 tous les 
autres; et par conséquent son signe déterminera celui 
du résultat de la substitution. 

Le nombre M pourrait être plus petit, si Ton nf 
voulait que rendre la partie positive de l'équation pro- 
posée plus grande que la paitie négative ; car il «uifi- 
rait , pour cela, de rendre le prenâer terme supérieur à 
la somme que donneraient tous les tetres , qnand^tme 
leurs coefliciens seraient égaux, non pas au plus 
gratad de tons, mais seulement an plut^ grand de» 



i 

coefiîciens négatifs : on n'aurait donc qu'à prendre 
pour M ce, coefficient augmenté de l'unité (*). 

n suit de là que les racines positâyes de l'équation 
proposée sont nécessairement comprises entre o et 

On p^ut aussi découvrir par le . même moyen une 
limite des racines négatives; il faut pour cela substituer 
— ^' au Keu de x, dans l'équation proposée , et faire en- 
sorte derendre le premier terme positif, s'il devient né- 
gatif (178). Il est évident , par cette transformation^ que 
les valeurs positives de^ Répondent aux valeurs négatives 
de Xy et réciproquement. Si H est le plus grand coefficient 
négatif après ce changement, A 4~ 1 ^^^^ ^^^ limite des 
valeurs positives dej^; par conséquent — K — 1 sera celle 
des valeurs né^tives de x. . ' 

Enfin si l'on voulait obtenir pour la plus petite des ra- 
cines une limite plus approchante que zéro , on y par- 

ta 

viendrait en substituant- à là place de x dans l'équar 

tîon proposée , et en préparant la transformée en jr , 
comme on l'a prescrit dan'9 le n^ 178. Les valeurs dej^ 
étant inverses de celles de x, la plus grande des pre- 
mières correspondrait à la plus petite des secondes , et 
réciproquement. Si donc $f-^\ désignait laf lînute su- 
périeure des valeiu^s de y , ou qu'on eût 

.... , . 

ce qui donnerait 



(^) On trouva djMis la Résolution deâ éguatipns 'numériques par 
Lagrangie, des formnles ^i donnent des limites plus reMerréet; 
ma^ft ce qne j'ai dit ci-dessus snffit ponr rendre indépendantes de la 
fïonsidération de rinfini , les propoiitimis fondamebtalei de la téaO' 
lotion dtt ëqnationt. 
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il en résultermt successivement 

i<(5;+i)x, j^.<ir. 

En effet , il est facile de voir qu'on peût^ sans trou- 
bler, l'ordre de grandeur de deux quantités réparées par 
des signes ^efr^^ lôs multiplier on les diviser par une 
même quantité^ et qu'on peut aussi ajouter ou soustraire 
la môme quantité de chaque c6té de ces signes^ qui 
jouissent à cet égard des mêmes propriétés que le signe 
d'égalité. 

:a]:3. Il suit de ce qui précède , que toute équation 
de degré impair a nécessairement une racine réelle d'un 
signe contraire â celui de son dernier terme ; car si Ton 
prend le nombre M tel^ que le signe delà quantité 

ne dépende que de jcelui de son premier terme M^ , 
l'exposant fn étant impair, le ternie M"* sera de même 
signe que le nombre M (128). Cela posé , si le dernier 
terme U a le signe -f- , et qu'on fasse a:=— M, on 
aivra un résultat de signe, contraire à celui que donne la 
suppôisitiop de a? == p ; d'pi; l'on voit que la proposée ^ 
ime racine entre p et — M^ ç'est-à-^dire négative. Si 
le dernier terme. 17 aie çigne — , on fait alors a; =r + M; 
il vient un résultat de signe contraire à celui qui cor- 
respond à la supposition dea:=: o; et dans ce cas^ la 
racine *se trouve entre o et + M, c'est-à-dîre positive. 

• - - ■ 

ai 4* Lorsque l'équation proposée est d'ua degré 
pair, le premier terme M** restant positif, quelque signe 
qu'on donne à M, on ne peut s'assurer , par ce qui pré- 
cè4»» dé l'existence d'une racine réelle , si le deniier 
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tenne a le signe -{-» puisque ^ sent qu'on fasse x =3 o, 
oux = diM, on a toujours un résultat ^sitîf ; mais 
quand ce tenue est négatif^ on trouye ^ ^ faisant 

a:r=+ilf, jcs=o, ap=— Af, 

trois résultats affectés respectivement des n|gnes-f-, — 
et -f-> et par conséquent Véqoation proposée a an moins 
deux racines réelles dans ce cas y l'une positiTe, com- 
prise entre M et o, l'autre négative , comprise entreoet 
"^M : donc toute équation 4e degré pair, dont le demie r 
terme est négatifs a au moi^dmx racines réelles, tune 
positive et l'autre négative, 

ai 5. Je viens maintenant à la résolution des équa- 
tions pw ^proximation , et afin de rendre plus clair ce 
que l'ai à dire sur de sujet, je prends d'aboxd 1» 
exemple. Soit l'équation 

»♦ — 4^ — 5x-f-a7=o; 

son plus grand oœfficieitDé^tif étante— 4» H *(ût du 
nP 9ia que sa plus grande racine positive sera moindre 
que 5. Ea j substknant — y au lien de x^ elle 
devient 

et ce résultat ayant tous ses termes p6siti£i , montre . 
que^ doit être négatif , d'oà il suit que x est nécessai- 
rement poâtif y et que l'équation proposée ne saurait 
avoir de racines négatives : les racines réelles sont donc 
comprises entre o et -)- 5. 

La première méthode qui se présente pour parvenir à 
des limites plus approchées , consbte à supposer succes- 
sivement 

a: = i, x=:2, x=3, x=45 
etwsi deux de ces nombres , substitués dans l'équation 
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proposée , donnent des résultats de signes contraires , 
ils seront de nouvelles limites des racines. Or ^ en 
faisant 

a? = 1 , son premier membre devient + 21 , 
i = a + 5 , 

^ = 3 .-.• — 9» 

x = 4 + ï5; 

on voit donc que cette équatioQ a deux racines réelles « 
l'une comprise entré 2 et 3 , et l'autre entre 3 et 4» Pour 
approcher encore plus de la première, on prendra le 
milieu entre les deux nombres qui la renferment , ce qiii 
donnera a,5 (^rf ^Am. 1229)^ on supposera ensuite ax=:i2, 5: 
le résultat de cette substitution, qui est 

-f-39,o6fl5— Ga,5 — 7,54- 27= — 3,9376, 

fait voir, puisqu'il est négatif, que la racine cherchée 
est entre a eta,5.Prenant le milieu de ces deux nombres, 
il viendra a,25; en se bornant à 07= a,3, on aura la 
racine cherchée , à moins d'un dixième près de sa valeur^ 
et on en approchera très rapidement par le procédé sui- 
vant, dû à Newton. 

On fera a;:^a,3-f"^ > il «st évid^t querinoonnue^ 
ne sera qu'une petite fraction dont on pourra négliger le 
quarré et les puissances supérieures : on aura de cette 1 
manière 

^ = (2,3)4 + 4 (fl,S)3jy, 
-4jfi = -4 (a,3)3 -la (a,3)-jy, 
— 3j: =— 5(a,3) — 3jr; 

par ces substitutions, l'équation proposée deviendra 

— o,5839 — 1 7^8 1 ay = G , 
et donnera 
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o>5859, 
^ 17,81a 

Dans cette première opération , on nira pas au-delà des 
centièmes ;. et il en résultera 

^ = — o,o5 et a: = a,3. — p,o3 == 2,07. 

Pour obtenir .une nouvelle valeur de. x plus exacte que 
la précédente^ on supposera 07=22,137 -f-j^' ; et en sub- 
stituant dans l'équation prpposée, on ne tiendra compte 
que des premières puissances de y. On trouvera 

— 0,04595359 — i8^o46468y = 0, 
d*où 

0,04595359 g 

y 18,046460 °'~^^' 

et par conséquent a: = 3,12675. On peut, en conti- 
nuant ce procédé, approcher aussi près qu'on voudra 
de la vraie valeur de qp. , 

. La seconde racine réelle , compnse entre 3 et 4 » cal- 
culée de cette manière , sera 

a: = 3,6797, 

en 8*arrêtant à la quatrième décimale. 

SI 6. On appréciera Texactitude de la méthode quis 
je viens d'exposer, en cherchant la limite des valeurs 
des termes qu'on néglige. 

Si l'équation proposée était 

a:«-f-Pa:«-*4-Ç>^ + 7Tr+ t/ = o, 

la substitution de a-f-j^, au lieu dex, donnerait pour 
résultat le premier de ceux que j'ai trouvés dans 
le n^ ao4, çascce que a n'étant pas la racine de l'équa- 
tion , mais seulemeht une valeur approchée de x , ne 
rend pas nulle la quantité 

ar + Par-' -f Qa"»- » +Ta+U. 



/ 
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En représentant cette dernière par Vy on aura , au 
lieu de l'équation {d) du n** cité , la suivante ^ 

de laquelle on tirera 

B . C 



Ay^-r-- _y--^-^-gy -y, 

. r Bt cy _^ 

^ A i . a A 1.2. 5 A A * 

En négligeant les puissances de y , supérieures à la 
première , on s'arrête à 



y= A' 


. 


et Terreur est 


- 


i .qA i.a.SA 


y» 

'-A' 



Si a ne diffère de la vraie valeur de x que d'une 
quantité moindre que -a, l'erreur ci-dessus deviendra 
moindre que le nombre qu'on obtiendrait en y mettant 
- a au lieu de j^, ce qui donnerait 

_ B /ay C /ay i_ /û|\" 

1 .2-^ \pj 1.2. 5A \p/ A \p/ ' 

En calculant cette quantité , on s'assurera si elle peut 

y 

être négligée vis-à-vis de --7 ; et si on la trouvait tro^ 

considérable pour cela > il faudrait chercher pour a un 
nombre plus près de la vraie vialeur de x. 
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Att reste ^ lorsqaon a calculé plusieurs des nombres jr, 
y ^ y* y etc. I et que les résultats cbteaus forment une 
Kuite décrobsante , l'approximatton ne saurait être dou- 
teuse. 

âiy. La méthode dont je viens de faire usage ^ est 
connue sous le nom de Méthode des Substitutions suc- 
cessives, Lagrange l'a considérablement perfectionnée. 
(Y oyez la Résolution des Equations numériques. ) Il a 
d'abord remarqué qu'en ne substituant que des nombres 
entiers , on pouvait passer au-delà de plusieurs racines 
sans les apercevoir. Elu efifet^ si l'on avait^ par exemple^ 
l'équation 

Qr-i) C^-i) (^-3) (x-4) =o, 

et qu'on substituât au lieu de a: , les nombre^ 0,1^ 
a , 5, etc. , on passerait au-delà des racines 7 et ^ sans 
en reconnaître l'existence , car on aurait 



(o_i) (p-i) (cv-3) (0-4) =+fX;X3X4. 

(1-4) 0-ï)0-3)0-4)=+fX 1X3X3, 

résultats de même signe. Il est facile de voir que cette 
circonstance tient à ce que la substitution de 1 au lieu 
de X, fait changer en même temps de signe aux deux fac- 
teurs X — 3 et X — {, qui, de négatifs qu'Qs étaient lors- 
qu'on mettait o à la place de x, deviennent tous deux 
positifs ; mais si l'on eût remplacé x par un nombre com- 
pris entre | et 7, le facteur x — j seul aurait changé 
de rigne, et on aurait obtenu un résultat négatif. 

On tombera nécessairement sur un pareil nombre en 
substituant, au lieu de x, des nombres dont la di£Ee- 
rence soit moindre que celle des racines | et {. Si par 
exemple on fait les substitutions 7, y, | , f , :^ , etc. , 
on trouvera deux changemens de signe. 
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On pourrait objecter à l'exemple ci-dessus , que lors- 
qu'on a Fait disparaître les coeiEcîens fractionnaires 
d'une équation^ elle ne peut avoir pour racines que des 
nombres entiers ou irrationnels , et nonpas des fractions; 
mais il est facile de voir que les nombres irrationnels , 
qu'on à remplacés ici par des fractions, pour plus de sim- 
plicité, peuvent différer de moins que l'unité. 

En général, les résultats seront de même signe toutes 
les fois que les substitutions changeront le signe d'un 
nombre pair de facteurs (*). Pour obvier à cet inconvé- 
nient, il faut mettre entre les nombres à substituer, 
depuis la plus petite limite jusqu'à la plus grande, une 
différence moindre que la plus petite des différences que 
peuvent avoir entre elles les racines réelles de l'équation 
proposée ; par ce moyen les substitutions tomberont né- 
cessairement entre les racines consécutives , et ne feront 
changer de signe qu'tà un seul facteur (♦*).Cette opération 
n'exige pas qu'on connaisse la plus petite différence des 
racines réelles , mais seulement qu'on ait une limite au- 
dessous de laquelle elle ne saurait tomber. 

Pour se procurer cette limite, on formera l'équation 
au quarré des différences des racines (208). 

Soit 

*» +p a"*"' + qz"*-^. • • • + tz + u=o (Z>), 

cette équation ; pour obtenir la plus petite limite de seii 
racines, on fera a—- (212), et il viendra 



(*) Il n^est donc pas possible de découvrir par ce procède les ra- 
cines e'gaks , lorsqu'elles sont en nombre pair j mais alors x>n emploie 
celui du n9 aoS. 

(**) On ne tient pas compte ici des racines imaginaires, parce 
qn Viles sont toujours en nombre pair et se groupent , deus à deux, 
en facteurs réels du second degré' > qui ne changent point de signe 
quelqne yale nr qu'on dottue à x. (Yoj» le Complément, ) 
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ou^ en réduisant tous les termes au même dénominatem'y 

puis en dégageant v*, 

tt u • u u ■ 

9t si- désigne le plus grand cœiHcient négatif de cette 

équation, on aura 

/ 
1 



u 



<«. 



n ne faut considérer ici que la limite positive , la seule 
qui se rapporte aux racines réelles de la proposée. 

Connaissant la limite 



u 



u 

moindre que le quarré de la plus petite différence de» 
racines de la proposée, on en extraira la racine quarrée» 
ou du moins on prendra le nombre rationnel immédiate- 
ment au-dessous de cette racine ; ce nombre , que je 
désignerai par k, marquera Tînteryalle qu'il faudra 
mettre entre chacun des nombres à substituer. On for- 
mera ainsi les deux suites 

o, +^> +aft> +3^^ etc, 
— ft, — aA, — 3Ât, etc. ^ 
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descjuelles on ne prendra que les termes compris entre 
les limites de la plus petite et de la plus grande des- 
racines positives, et entre celles de la plus petite et de la 
plus grande des racines négatives de Téquation proposée. 
Les changemens de signe qu offrira la série des résultats 
obtenus par la substitution de chacun de ces nombres à 
la place de x^ dans l'équation proposée , manifesteront 
ses diverses racines réelles , soit positives, soit négatives. 
i3i8. Soit pour exemple Féquation 

qui n^'a conduit, dans le n? aoSl, à Téquatioa 

z^ — 42z^+44^z — 4.9 = 0^ 

en faisant «= -, et en ordonnant, par rapport à v, 
le résultat de cette substitution , on a 

ir — 01/* + -i- V — -7- == o . 
d où 1 on tire * . -^ ■ 

^ * "^ 10 

il faudra donc prendre ft = ou < — 7=.« On satisferait 

yio 

à cette condition en prenant ft=-r 5 mais il suffit de 

4 
1 ■ • 
supposer & = ^7 car en mettant g à la place de v, dans 

l'équation précédente, on obtient un résultat positif, et 
qui ne peut devenir que plus grand lorsqu'on donnera 
à V une valeur plus considérable, puisque les termes ^ '- 

et gv* se détruisent déjà , et que —u l'emporte sur -7-» 

49 49 

La plus grandç limite des racines positives de Féqua- 

tîon proposée 

^•^7^ + 7 = 01 

• ■ 

Elém, (T Algèbre. i4* édition. ao 
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ett 8, etceOe desracinesnégadT^aefit-— 8; on aomdoat 
à fub^Citiier pomr X les nombres 

^ S' 3' 3* 3* T* 

1 a _5 4 fi4 

~ ?• "" 3* 3^ ~ 3' ~ T* 

On peut Mter les ficactioiia en faisant pb^=z •«-; car 

alors les difFérences entre les yalenrs de acf^ seront triples 
de celles qui se troirrent entre les yalenrs de x ^ et sur- 
passeront par conséquent l'unité : il n'y aura plus qu'à 
substituer sucoeeaivement / 

o, 1, a, 5, a4, 

—*,—».— 3, —24, 

dans réquatioa 

a/»— 63j/,f 189=0* 

Les signes des résultats changeront de -f- 4 i -f* 5, de -{- 5 
à+G,etde — gà^io, en sorte qu'on aura les valeuri 
positives 

af>4 



x'>5 



«t<6( |*>iet<|. 



et la valeur négative de af tombant entre— g et — 10^ 

SIC 
^^M« *.« -. -w*,» ~ 5* et — -5-. 

Connaissant maintenant les divenes racines de l'é- 
quation proposée, à moins de •• près, on pourrait en 
approcher dayanta.ge^ comme dans le numéro ai 5. 

A19. Ce qu'on a pratiqué sur l'exemple du n* ai5 et 
aur celui du numéro précédent, s'jqipliquera à une équa- 
tion d'un degré quelconque , et fera connaître lesTalem 
approchées de toutes les racines réelles de cette équ»- 
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tiôn. On tife eatirsdt disconvenir néànmoiils qtitele cdcùl 
ne devienne pénible, lorsque Véquation proposée s'élève 
Un peu haut ; mais dans beaucoup de cas ij ne sera pas 
nécessaire d'avoir recours à l'équation (D) , ou bien on 
y suppléera par des moyens qtie l'étude des branches 
tiltérieurtes de l'Analyse fera conhaître (*)^ 

Je ferai remarquer cependant que les substitutions 
successives des nombres &, i , â , 3, etc. à la place de 
x^ offrent souvent des. indices suiBsabs pour faire 
soupçonner l'existence des racines dont la différence 
est moindre que l'unité. Daoa l'exemple qui m'occupe, 
elles dolinentles résultats 

+ 7t +1, +x, +i3, 

qui redeviennent croissans après avoir décru de -f- 7 i 
+ 1 . Cette marche rétrograde porte naturellement à 
croire qu'entre les deux nombres + 1 et + a , il tombe 
deux raciiies , ou égales , ou presque égales. Pour véri- 
fier ce Soupçon , il faut multiplier l'inconnue. En Saisant 

x = '«2-, on trouve 
10' 

y^ — 700^ +7000 = o, 

équation qui a deux racines positives, l'une entre i3 et 
14, et l'autre entre 16 et 17. 

Le nombre des tâtonnemèns nécessaires pour décbu^ 
vrir ces racines, n'est pas très grand; car ce n'est qu'en- 

_!' " . ' " " " ■ • ■ . ■ -. . ■ 

{*) On pent voir anssi dans le Traité de la Risotntioh 'Am 
Équations numériques , nne méthode très clegance doniiée ^r 
La^range, pour éviter l'emploi de Tequation (D). 

D'autres gcômètres ont encore enrichi ce sujet de proches ingér 
nîenx , maïs qui nef me ptfràissent pas non plus devoir entrer dans 
\éé élëiAeùs. O n'est que parce qîi*dles .complètent la tbëorie dei 
équations, que les considérations ci-dessus ont quelque importance* • 
Pretqne jamais l'application du calcul à la Mécanique et k la Phy- 
siqne ne mène h résoudre des équations d'un deigré élevé. 

ao». 



3aâ £ L lî M £ K s 

tre lo et ao qaiï faut chercher^ -, et les valeurs de cette 
inconnue étant déterminées en nombres entiers', on en 
conclut celles de 07, à un dixième d'unité près. 

5220. Lorsque les co^filciens de Téqnation que Ton se 
propose de résoudre , sont des nombres très considé- 
rables, il est commode de la transformer en ime autre dont 
les coefilciens soient resserrés dans des limites plus 
étroites. Si l'on ayait , par exemple , 

• X*— 80x^-1-19983:^ — 149373: + 5ooo = o, 

on ferait a; = loz ; il viendrait 

z^—8z^^ 19,982*— 14,9372 + 0,5 =0. 

Dans ce résultat, on se contenterait d'abord de prendre 
les nombres entiers qui approchent le plus des coefficiens» 
et Ton aurait ainsi 

a* — 82^ + 202* — 162+0,5=0. 

On trouverait sans peine que 2 a deux valeurs réellef 
comprises entre o et 1 , entre 1 et 52, d'où il suit que celles 
de la proposée sont entre o et 1 o , et entre 1 o et âo ; mais 
on ne doit regarder ceci que comme une indication 
qu'il faut vérifier; car il peut arriver qu'un petit chan- 
gement dans les coefliciens d'une, équation rende imagi- 
naires des racines qui étaient d'abord réelles, et réci- 
proquement. 

Je ne parlerai point ici de la recherche des racines 
imaginaires , parce qu'elle repose sur des principes dont 
l'exposition me mènerait trop loin ; je la renvoie au 
Complément de ce Traité. 

dâi. Lagrange a donné aux substitutions successives 
une forme qui a l'avantage de faire connaître immédia- 
tement à chaque opération de combien on s'est appro- 
ché de la vraie racine , et qui n'exige pas qu'on en ait 
d'abord la valeur à moins d'un dixième près. 

Je représente par a le nombre entier immédiatement 



D A L G £ B H B. Sog 

au-dessous de la racine cherchée ; il lae faudra , pour 
obtenir cette racine , qu'augmenter a d'une fraction : on 

aura donc a: = a -f- *-• L'équation en y qui résultera de 

la substitution de cette valeur dans la proposée ^ aura né- 
cessairement une racine plus grande que Tunité; nommant 
b le nombre entier immédiatement au-dessous de cette 

racme^ il viendra pour seconde approximajiona7=a-f-T* 

Mais b n'étant , par rapport ky , que ce qu'est a par 
rapport à x^ on pourra, dans l'équation en y, faire 

j^ = ft -{ — Y» ety sera nécessairement plus grand que Tu- 

nité ; nommant'^' le nombre entier immédiatement au- 
dessous de la racine de l'équation en y, on aura 

i . »' bb'+i 
remettant cette valeur dans celle de a;, il en résultent 

pour ta troisième valeur approchée de x. On en trouvera 

une quatrième en faisanty=y + -y; car si b" désigne 

le nombre entier immédiatement au-dessous de y'^, on 
aura 

d'oà 

— i: . b" _ bb'b' + b" + b . 
•''"■'" y 6" -fi~ b'b"+i ' 

_, y b" + 1 

et ainsi de suite. 



3io É I. i M n wi 8 

aaa. Je vaii appliquer cette n^éthode à fécpi^tiQ» 

a;* — 70: -f 7 = 0. 

On a dé)à ya ( ai8 ) que k phis petite dés radaes 
positiTes de cette équation était entre 7 et ^> ç'e^-à-dire, 

râtr^ ^ e)(a ; }9. ferai donc xj=s,i -f- -» et fooKai 

La limite des racines positives de cette dernière est 5 ; et 
en substituant successiTement o, 1 » a, 3^ 4» ^^ ^®^. ^ 
jf , on reconnaitra bientôt qu elle a deux racines plus 
grandes que l'unité , savoir^ une entre 1 Qt 9 » fstl'wtra 
entre a et 3 1 il en résultera donc 

JP5S5 1+I et jpï;=i+4:, 

c'est^-dire, 

xs=:^ et a?ss|« 

Ces deux valeurs correspondent â celles que Y sa troii* 
véos entre | et i, entre \ et ^, et qui ne diffèrent pas- 
d'une unité. 

Pour porter plus loin le dçgré d'exactitude de la pre* 
mière, qui répond à j^ c:= 1 ^ on fera 

et l'on aura 

ys— aya— y -^ 1 =0. 

On ne trouvera à cette équation qu'une, seule racine plut 
grande que l'unité, et comprise entre n et 3^ ce qui donnera 

V — 1 -1-^=5 

d'où a:=ii-f-fc=5. 

Supposant ensuitey =:= s -f* -r, il an résultera 

y*— 3y*-r4y— x =o; 



\ 
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on trouvera y^ entre 4 et 5 ». et prenant la plus petite 
limite 4 » il viendra 

Rien n'efit plus facile que de poursuivre ce procédé, en 
faieanty = 4 + ri* «* ^^î de suite. 

Je reviens maintenant à la seconde valeur de x , que 
j*ai trouvée égale à ^, par une première approximft«- 

tion , et qui répond à y ='a , je fais ^ =:s a -}- — -., 

et je substitue dans Téquation en y; j'aurai » api;ès 
avoir changé Tes signes pour rendre le premier tenoe 
positif , 

Cette équation n*anra , comme sa correspondante dans 
l^opération drdessus , qu'une racine qui surpasse l'unité^ 
^voir, ^ïtre i et o^ et prenant y = i « il en résidterji 

Posantenc<M'e . 

il viendra 

équation qui donne y entre 4 et 5, et d"où il suit par 
conséquent 

y=h y='-?> ^=il- 

Pour aller au-delà , on fera y =4 + -if ®* ^^«i ^^ 

y 

smte. 

L'équationr- jc*^i*7iir+7=îio a- aussi une racine né- 
gative comprise entre — 3 et -— 4* Pour en approcher 
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davantage, oh fera jr= — 3 ; ce qui donnera 

y — soy* — <)y — ^=o, jf>2oet<ai, 
d*oà il résultera 

X — * •"" O — ^ := —- 5^. 

En poussant plus loin, on8upposerajf=ao-4r--7, etc., 

et l''on obtiendra successiTement des valeurs dé plus en 
plus exactes. 

Les différentes transformées eu y^y* y y" ^ etc.B*auront 
fataaiîs qu'une racine plus grande que l'unité , tant que 
deux ou un plus grand nombre de racines^de la propo- 
sée ne seront pas comprises entre les mêmes limites a et 
a-f-i 'y mais quand cette circonstance aura lieu , comme 
on Ta vu dans l'exemple ci-dessus , on trouvera dans 
quelques-unes des équations en y^ y\ etc. plusieurs 
Valeurs plus grandes que l'unité , desquelles partiront 
tes isuités d'équations qui feront connaître en parti* 
culier les diverses racines que la proposée a entre les 
limites a et a -4- i • 

Le lecteur pourra s'exercer encore sur l'équation 

o;^ -^ 20? — 5 = o , 

dont la racine réelle tombe entre 2 et 3 5 il trouvera pour 
les valeurs entières de j^, y\ etc. , 

10, 1, 1, a, 1, 3, 1,1, la, etc., 

et pour les valeurs approchées de a:, 

£ il jtl li '» » 1-55 576 73ï i3o7 iBAiS 
i> 10* xt f »i> 53» 74.» a75» J*» * 6>4. * 7837 * 

Des proportions et des progressions. 

' aaS. On a vu dans l'Arithmétique, la définition et les 
propriétés fondamentales de la proportion et de Véquidif- 



i£w-._^. 
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yereiice,.c'est-Â-dira, de ce qa*ou appelait la proportion 
géométrique etlsL proportion arithmétique; j'appliquerai 
ici TAlgèbre à ces notions , et j'arriverai par ce moyen 
à qiielque3 résultats qui sont d*un usage fréquent dans 
la Géométrie. 

Je commencerai par faire observer que réquidlITé- 
rencd et la proportion peuvent s'exprimer par des équa- 
tions* Soient A^B^ C, Z?, les quatre termes de la pre- 
mière^ aj b, c^ d ^ ceux de la seconde 5 on aura 

h d, 

B — j4=D^C(Arithm.i2'/), -==- (^Arithm, m ), 

Ut w 

équations qui doivent être regardées comme équivalentes 
aux expressions 

A.B* CD, a: 6 ::c:rf, 

et qui donnent 

A + D=:B + C, ad=bc. 

Il suit de là que , dans V équidifférence , ta somme des 
termes extrêmes égale celle des termes moyens , et que 
dans la proportion , le produit des termes extrêmes est 
égal à celui des' termes moyens , ainsi qu'on l'a vu dans 
l'Arithmétique (1127, 11 3)^ par des raisonnemens dont 
les équations ci-dessus ne sont que la traduction. 

Les propositions réciproques des précédentes se dé- 
montrent facijlement^ car, des équations * ' 

A + D=:^B + C, adtiizbc, 

on revtBiit sfir-^le-cliamp à -^ '-■ 

'.'■••• a •■ c^ 

et par eoAsequest» lorsque quatfe quantités sont téUes, 
que deux dentr'elles donnent la jmême ^omjnepu le 
fnênie produit que les'deux autres, 2ês premières sont les 
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iun&équidiffàrenca ou iunm> proportion. 

Quand Bz=zCf Véqisidiff'éreace «st dit» coofinnie; il 
«ft«0tde«u^me d«.Iapropartiûn quand i^^scs^ et Ces a 

c*6St-à-âire>qi]e, datis^wm- étpddiffiPBneB eamlimie , la 
somme dès esotrêmes est égale* au doubla àmmoyen, et 
que, <2aiu une proportion coMinue^ l» produit des eoa^ 
trêmes est égal au quarré dû moyen. On. tira de là 

la quantité B est le milieu (ou la moyenne proportion-^ 
nette arithmétique) entre A etl>, et la quantité b la 
moyenne proportionnelle (^géométrique^ eatve-aelidk 
Les équations fondamentales . 

b d 
* a c' 

conduisent encore aux suivantes : 

ce qui £ait voir que Fon^ peut., dans les expressiona 
A.BlC.D,. alblldd^ changer les moyens de 
place, et en dédmre ^.C^'.Z), a:c::6:rf. En gé- 
néral, on pourra faire toutes les transpositions de termes 
qui s'accorderont avec les équations 

A+D=B + C et ad=bc QJrithm» ii4^y, 

Je laisserai maintenant de côté l'équidifiFérence » 
pour ne m'occuper que de la proportion. 

2»éi' On p^ot , aux deux membces de réqnation 
- = - , ajouter ou retrancher une même quantité m» 
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en aorte qi^*oxi ayr^ 

a 

réduisant les termes de chaque membre au m4me 4éno- 
minateur^ il viendra 

bdima ddbmc 
a c * 

équation qu'on peut mettre 80^8 la forme 

c dzh me 



a bziz ma 



9 



et qui revient i cette proportion : 

b :izmal d:±,mc M ai c\ 

et comme • = 7 ^ on aura pareillement 

d,:±,mc d 

b dE:;fm>a 6 

ou ' b±zma\d±mc\\b\d. 

Ce» deux proportions peuvent s'énoncer ainsi : Lepre^ 
mier conséquent, plus ou moins un certain» nombre di^- 
fois son antécédent, est au second cqnséquent, pluAoi^^ 
moinslemémenomifredefoisson.antéçédent^ commet^, 
premi^ t^rme ^t au troisième ,_ qu cojnn^ let s^cqndy ^t 
au quatrième. 

En comparant séparémei^t leikBoçmi^. en^ ell^fi et 
les différences entre elles, on auia 

*d'^^'mc c d — mç c* 

i-f-ma a' b^-^ma a* 

d'où Ton conclura. 

d + mc rf — me 

eest-a-dire,. 
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b + mald-i-mc llb—mald—mc , 
ou bien , en changeant les moyens de place , 

b + mal b — mali d+mcl d — mci 
et si Ton fait m= i ,'On aura seulement 

b-^alb—a :: d-^dd—c, 

ce qui s'énonce ainsi : 

La somme des deux premiers ternies est à leur dif- 
férence comms la somme des deux derniers est à leur 
différence. 

225. La proportion alb \l c\ d pouvant s'écrire 
ainsi . 





. alcV.bld, 


on aura 


c _. d_, 
a b 


doù 


c±ma d±mb 
a ~ b 


et enfin , 





ç±,m4il ddLmb II a\b ou lldd, 

d'où il résulte que le second antécédent, plus ou moins 
un certain nombre de fois le premier^ est au second con^ 
séquent, plus ou moins le même nombre de fois le pre- 
mier ^ comme l'un quelconque des antécédens est à son 
conséquent. 

Cette proposition peut aussi se conclure immédia- 
tement de celle du numéro précédent ; car en changeant 
de place les moyens dans la proportion primitive 

albllcld, 

puis en lui appliquant la proposition citée , on a tue «- 
cessivement 

aie :: b:d, . 

edzmal d±:mb II alb eu llcld. 



N 
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et rendant pour cette dernière , aux lettres a, b^c^ d^ 
la dénomination qu'elles ont dans la proportion primi- 
tive , on a renoncé précédent. 

Faisant m = i, on en tirera les proportions parti- 
culières 

c±.al d±.b ::a: b 

y.cid, 

c+a! c — a II d-^-b l d — b; 

ce qui yeut dire que la somme ou la différence des an-' 
técédens est à la somme ou à la différence des con-^ 
séquens, comme un antécédent est à son conséquent, 
et que la somme des antécédens est à leur différence 
comme celle des conséquent est à leur différence. 
£n général y soit une suite de fractions égales, 

A— A— /— A— 
a c e g""" ** 

et qu'on fasse — = 9 , on aura 

d f h 

— = 9> ^=9> Y = 9,etc., 

ce qui donnera 

br=Laq, d = cq, fs=:eq, h = gq , etc. , 

et en ajoutant ces équations membre à membre, 
il viendra 

b + d +f+ h+etc.=:aq + cq + eq+ gq +etc., 
ou 

A + ^ +/+ A + etc. = 9 ( a4.c+e+g+ etc) , 
d'où il suit 

b+d+f+h + etc. _ _ b 
a-l-c-f-e + g-f-etc. ^ a' 

On énonce ce résultat en disant que dans une suite de 
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rapports ègmx , a : b:: o : d ::e ; f :: g: h *: «f«r.^ 

la somme éCun nomirt quekonqued'ùntécédens est à ta 
somme Hun pareil nombre dé tonséqueM, comme 
uh untéceaent est à son conséquent. 

aoS. Lorsqu'on a ces deux équations, 

i ^d ' f_ h 

a c ^ S 

on en peut multiplier les premiers membret entra eux^ 
et les seconds entre eux , et il yiendra 

ae eg' 
équation éqtd?alènte à la proportion 

û«i */•• ^g- ^> 

laquelle s'obtiendrait Husri eu multipliant chaque terme 
d^ la proportion 

alb V.cld, 

par celui qui lui correspond dans la proportion 

* */ •* Il * *• 
Deux proportions multipliées ainsi terme par terme , 
sont dites multipliées par ordre; et les produits qui en 
résultent tMnf , comme on Te voit ^ en (liroportion : les 
nouveaux rapports sont les rapports com^j^j des rap-- 
ports primitifs (^ntA. ia3). 

Il est aisé de se convaincre qu'on arriverait égale- 
ment à tine proportion, en divisant deux proportions 
terme à terme, ou par ordre. 

287* Lorsqu'on a 

h d 

on en peut conclure que 

5* ~ c*' 
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^ôii a suît que les quarrés , les cubes , et en général le^ 
puissances semblables de quatre quantités en proportion^ 
iont aussi en proportion. 

La même chose aurait Heu pour des puissances frae- 
tlonnaires, puisque 



et que 



I 

m _ 1 



car il en résulte 

xTâ \/ c 

on 

M M M 

àalb II cl dy c'est-àr-dire, que les racines du même 
degré , de quatre quantités en proportion, sont elles^ 
mêmes en proportion. 

Tels sont les principaux points de la théorie des pro- 
portions. Cette théorie n*a été inventée que pour dé- 
couvrir des quantités^ en les comparant avec d'autres. 
On a conservé pendant long-temps les noms latins at- 
tachés aux diiFérent cfaaitgenient ou transformationi 



f / 
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que peut subir une proportion : on commence* anjonr^ 
d*hui à n'en plus charger la mémoire de ceux qui étu- 
dient les Mathématiques^ et tout l'échafaudage des pro- 
portions deviendrait inutile , si on leur substituait les 
équations correspondantes , ce qui donnerait, je pense, 
plus d'uniformité aux méthodes, et plus de netteté aux 
idées. 

ââ8. Des proportions aux progressions le passage 
est facile. Ajant conçu, dans l'équidifFérence con- 
tinue , trois quantités, dont la dernière surpassait la se- 
conde autant que celle-ci surpassait la première, on^a 
bientôt imaginé de considérer un nombre indéfini de 
quantités, a, b, c, i£ , etc. , telles que chacune d'elles 
surpassât celle qui la précède d'une même quantité S , 
en sorte que 

i=a-f-^, crsi-f-J", d=c-f-^, c=d + ^# ®*c» 
L'ensemble de ces quantités s'écrit ainsi, 

-ia.b.cd.e.f, etc. , 

et se nommait progression arithmétique ; mais j*ai cm 
devoir changer ce nom en celui de progression par 
différence, (Voyez Arith, , note du n® 137. ) 

On peut calculer un terme quelconque de cette pro- 
gression , sans le secours des intermédiaires. En effet, 
si l'on met pour h sa valeur dans celle de c, il en ré- 
sultera 

cszra + âcT; • 

avec cette dernière on trouvera 

d^za-i-Si*, puis e=a-(-4^, 

et ainsi de suite; d'où l'on voit qu'en nommant / le terme 
dont le rang serait marqué par n , on aurait - 
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Soit , par exemple , la progression 

f 3 . 5 . 7 . 9 . n . i3 . i5 . 17 , etc. ; 

ici le premier terme a = 3 , la différence ( ou la raison ) 
«T = a ; on trouvera pour le huitième terme , 

• 3+(8-i)fl=i7, 

ainsi quon le conclut en calculant tous ceux qui le pré- 
cèdent. 

La progression que je vi^ns de considérer était 
croissante; en récrivant dans un ordre inverse , tel que 
celui-ci: 

T17.15. i3 .11. 9. 7. 5. 3.1 . — 1 .—3, etc. , 

elle serait décroissante. On en trouverait encore . qn 
terme quelconque aumojende la formule a -f- (/i— 1 ) <r, 
en observant que S doit y être supposé négatif^ puisque 
la différence doit, alors se retrancher d'un terme quel- 
conque pour obtenir le suivant. 

239. On p^urvient aussi très simplement à conhaitre 
la somme d'un nombre quelconque de terme» de la 
progression par différence. Cette progression étant re.- 
présentée par 

• • * 

et S désignant la somme de tousses termes^ on aura 

En écrivant les termes du second membre de cette 
équation ,. dans un ordre inverse, du précédent, on, 
aura encore 

■ 

S = l + k + i -fi+c + a. 

Si Ton ajoute ces équations^i et qu'on réunisse les termes 
qui se correspondent, il viendra 

Elihn. d'Jlgèbre, \^^ édition. si 
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mais par la nature de la progression^ on a, en partant 
du premier terme , 

a+/=6,6+<r=€, i+S=k,k+f=,l, 

et par conséfjaenty en partant dn demi^ 

l'addition des équations correspondantes fait voir snr- 
ie-cbamp que 

et que par conséquent 

d'où il mât 

• n{a + l) 

En appËqua&t cette formule à la progression 

4 3.5.7.9. **^' » 
on trottera pour la somme des hmt premiers termes , 

a 
a3o. L'équation 

icùnte à 

5- j , 

donne le moyen de trouver deux quelconques des cinq 
quantités a, ^, n,l et S, lorsqu'on conn^ les trois 
autres; je ne m'arrêterai pas à traiter chacun de» 
cas qui peuvent se présenter. 

âSi. On a tiré de la pro^rtlon , la progresnon par 
quotient (ou la progression géométrique^ , qui connste 
dans une suite de termes teis^ que le quotient d*nn 
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terme divisé par celui qiii le précMe , est le même, 
quelque part que soient pris ces deux ternies. Les- suites 

-if a: 6 : 18 : 54 : 162 : etc., 

mLLm ^!j #io« 0* j« p» orc. I 

sont des progressions de ce genre; le quotient ( ou fa 
raison ) est 3 dans l'une et j. dans l'autre : la première 
est croissante , et li seconde décroissante. Chacune de 
ces progressions forme une suite de rapports égaux , et 
c'est pour cela qu*on les écrit comme ci-dessus. 

Soit 

H a: b: c: d; k: /, 

une progression quelconque par quotient ; €fn faisant 

b . * " ' , 

^ = ç , j'aurai , par la nature de cette progression , 

b c <^__6 : ' 

ou b=aq y c=ibq , d=zcq , e=dq y . . / lz=kq. 

Mettant successi^i^ment la valeur de b dans' celle de c, 
cette dernière dans celler à& d y et ainsi des autres, il 
Tiendra 

bz=:aq, c=aq^y d=iaq^y e:^^aq^y. . ,l::=iaq'^~* 

en désignant par n le rang du terme /, ou le nombre des 
termes que l'on considère dans la progression proposée. 

A l'aide de la formule /=a^"""*, on peut calculer un 
terme quelconque sans passer par tous les intermédiaires. 
Le dixième terme de ^^ progression 

—-2:6: 18.: etc. , 

par exemple, est égal 2 xS^c^i^SgSSff. 

232. On peut obtenir aussi la somme d'autant de 
termes qu'on voudra de là progression 

21.* 






5^4 É L iS M E N s 

.^ a:: b : cl d: etc. , 
en sqovLtant entre elles les «qnations 

bz=aqy c=zbq, d=zcq, ez=zdq, .../=ftqf; 
car il en résultera 

6 + c+d+e. . . + Z=(a+6+c+rf...-f-A) 9^ 
et en nommant S la somme cherchée ^ on aura 

■ 

trou Ton conclura 
et par conséquent 

9—1 

Dans Texemple cîrdessus, on trouverait pour la somme 
des dix premiers termes de la progression 

^ a: 6: 18: etc.. 



= 3"— 1=59048. 
s33. Les deux équations 

renferment les relations que les cinq quantités a, 9, n, / 
et S , doivent avoir entre elles dans la progression par 
quotient , et feront connaître deux quelconques de ces 
quantités , lorsque les trois antres seront données. 

234. Si l'on substitue at/""* à la place de Z, dans l'ex- 
pression de 5, il viendra 
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Lorsque q surpassera T unités la quantité 9" sera 
d'autant plus grande , que lé nombre n sera plus consi^* 
dérable ; et 5 sera susceptible de surpasser telle quan- 
tité que Ton voudra , eH donnant à n une valeur conve- 
nable , c'est-à-dire; en prenant un nombre suffisant de 
termes de la procession proposée. Mais ai g estunefràç- 

tion réprésentée par — , on aura 

c(— - — 1) amli -) am -— r- 

ym" .. / \ m"/ ■ . 771»-' 

1 771 — 1 .^ m — i *' 

771 . 

et il est évident que phis le ndmbre 71 dëviendf a grand , 
plus Ifi terme ^_ - ^ deviendra petit , et plus par con- 

: . . . . ■* ,■ . • . . • • 

séquent lavaliBurde S approcberà de la quantité ^^^ , 
dont elle hé âiffëre que de 



•i 1 '• 






(jTl 1)771""*' ' 



A. 



donc, plus on prendra de termes dans la progression prc* 
posée ^ plus leur somme approchera de .Elle pourra 

même en différer de moins que telle petite quantité qu'on 

puisse assigner^ sans jamais lui êtreïlgoureusement égale. 

.■ * ■ ■ ' . 

La quantité , que je désignerai par L, est , 



. » - 



comme on voit', une limite dont les sommes partielles 
représentées par S^ s'approchent de plus en plus. 

En appliquant ces considération^ à la progression 

« 

on aura 



5ss6 '^L-^'UEWâ 

1 



d'où 



« = ,, q = -=ï. 






et plus on prendra de termes dans la progression ch 
dessus, plus leur somme approchera d'être égale à 2» 
On trouve en eflFet 

^ 1 =1=0—1, 

1«L«. — ^1=2 i.*^ 

•^ I a — la ^ a> 

etc. 

L'expression de L peut être considérée comme la 
somme de la progresâcMA décroissante par quotient , con- 
tinuée à l'infini, et c'est ainsi (ju'on la présente ordinai- 
rement ; mais on ne peut cependant s'en former une idée 
bien nette, qu'en l'enyisageant sous le point de vue 
d'une limite. 

a35. On peut tirer de l'expresuon 

q—i ' 
tous les termes qui composent la progression dont elle 
représente la somme ; car si l'on effectuela divisioa de 
ç* — 1 par q — i (i58) , on trouvera 

• ■ 

ce qui donne 

S=a + aq+aq*., ...-f-a^*. 

La valeur de iL jouit de la même propriété , lorsqu'on 
eifectue la division de m par m — i , comme il suit : 



b» . 



d'algèbrb. Ss^ 



m 



m — 1 



m m 7n 



m 






-- + - 

etc. 

On ^yise d'abord m , comme à l'ordinaire ^ par le pre- 
mier terme du diviseur , ce qui donne pour quotient i ; 
on multiplie ce quotient par le diviseur , et on retranche 
le produit du dividende; on divise ensuite le reste i par 
le premier terme du diviseur; on trouve pour quotient 

"■^t qu*on multiplieparle diviseur , et on a pour reste — : 

on opère sur ce reste conune sur le précédent. En conti^ 
Buant ainsi , on aperçoit bientôt la loi que suivent tous 

les qttotiens partiels » et Ton voit que Texpriession — -— «» 
est équivalente à la série 

1 + — r ^ — ; + -^ +etc-,. 
m m* m^ ' 

continuée à Tinfini ; mettant pour m sa valeur - , et mul- 
tipliant para, on retrouve 

a +a</ + oç* -f- ûi/^ + etc. , 
pour la progression dont L exprime la limite.. 
aS6. On regarde le développement 

1.+ — +— 7+ -— -I- etc. I 



\ 
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m 



conune la valeur de la fraction • — , toutes les foÎ3 

m — 1 

qu*il est cons/ergent^ c'est-à-dire^ que les termes qui le 

composent diminuent en s'éloignant du premier. 

En effet , si Ton arrête la division précédente successi- 
vement au premier, au second^ au troisième reste, 

on trouve 



les quotiens i 



m 

m m 
etc. 



et les rester i 
1 

m 
I 

n? 
etc. 



les uns n'approchent de là vraie valeur qu'autant qu« 
les autres vont en diminuant;. et cette circonstance n'a 
lieu que lorsque m surpasse l'unité. Dans tous les autres 
cas, on ne peut se permettre de négliger les restes, qui, 
croissant sans cesse, font voir que les quotiens s'éloignent 
de plus en plus de la vraie valeur. 

Pour éclaircir ceci, il suiGt de faire successivement 
7n = û,m=i,m=i.La première supposition donne 



TU 



et Ton a déjà vu" ( 234 ) qu'en effet la série qui com- 
pose le second membre s'approchait de plus en plus de a. 

La seconde supposition conduit à 

— =|=x + i-f i+i + i + i + etc. 



m 



Ce résultat , i-+»i-f-'i-|-i+ etc. , continué à l'infini ^ 
donne bien une quantité infinie , comme le demande la 
nature de l'expression ^ : cependant si l'on ne tenait pas 
comptedesrestesdans'cet exemple, on tomberait dans 
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une absurdité ; car puisque le diviseur ^ multiplié par le 
quotient ^ doit reproduire le dividende.^ il faut que 

i = (i + i +1 + 1+ )-o; 

or le second membre s'anéantit rigoureusement : oh 
aurait donc 1 = 0. 

La troisième supposition mène â des conséquences 
non moins absurdes ^ quand on néglige les restes , et 
qu'on regarde la -série résultante comme exprimant la 
valeur de la fraction dont elle dérive. En faisant m = ^, 
on trouve 



m — 1 

ce qu^ est bien évidemment faux. Ces contradictiona 
disparaissent quand on observe la marche des restes. 

Dans le second cas , les restes 



111 



m mr m" 

sont tous égaux à 1 , et puisqu'ils d6 (diminuent pas ^ 
il nest pas permis de les négliger^ quelque Iqin que Ton 
pousse la série, ^n ajoutant donc Tun de ces restes au 
second membre de l'équation 

1 = (1+1 + 1 + 1 + 1 + ).o, 

elle devient exacte. 
Dans le troisième cas. les restes 

forment la progression croissante 1 , a , 4> 8, 16 , etc., et 

en ajoutant à chaque quotient la fraction qui résulte du 

reste qui l'aocompogae ^ les expressions rigoureuses de 

m 

, sont 

m — 1' 



33o 



1 + 



1 + 



à Im Û 9H JS. ff s 

1 



m — 1 
1 



1+- 

etç.y 



m 
1 



m (m — i)' 



771 



+=^.+ 



77l*"*"7l»*(77l— l)* 



qui toutes s'accorâent adonner-— i^ lorsque m =±:^. 
Si Ton prenait 77»= — tï, lafraction 



771 — 1 



deviendrait 



n 



^ 



; la série qui exprime le déyeloppementde cette 



firadion ae changerait en 



I— —+-1 — ■;3 + «tc 



• > 



et en y fusant 7i=: i » on aurait 

1 — i-f-i—» 1 + 1 — 1+ etc.> 

développement qui devient tantôt i et tantôt o^ et qut 
s'écarte par conséquent, tantôt par excès , tantôt par 

défaut , de la vraie valeur de — : — . égale dans ce cas 

7ï-f- 1 '^ 

à i : mais la série ci-dessus^ n'étant point convergente , 
ne peut donner cette vraie valeur; et il faut nécessaire- 
ment tenir compte du reste » à quelque terme que l'on, 
s'arrête. 

Si l'on suppose dans la série précédente Ttirsa, cmaura 

suite dont les sommes partielles i , t> f > i^> etc. sont al* 
temativementplus petites et plus grandes que la vraie va* 

leur de - , qui est f , mais dont elles approchent 
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indéfiniment , parce que la série proposée est con- 
vergente. 

Quoique les séries divergentes y c'est-à-dire celle» 
dont les termes vont en augmentant ^ s'écartent aans 
cesse de la vraie valeur de l'expression dont elles dér ' 
rivent , considérées Héanmoins comme développemens 
de ces expressions , elles peuvent faire connaître celle^ 
dô leurs propriétés qui ne dépendent point de leur 
sommation f c'est-à-dire de la détermination de leur 
somme. ' 

2237. En poussant quelque division algébrique que ce 
8oit^ comme j'ai fait ci-dessus (a35) y pour celle de m 
par m — 1 , on parviendra toujours à exprimer le quo- 
tient parune suite infinie de termes monômes. Les extrac- 
tions des racines , continuées de la même manière sur les 
restes successifs , dans le cas des puissances imparfaites, 
conduiront aussi à des suites infinies; mais ces suites s'ob- 
tiendront plus facilement par la formule du binoTne, ainsi 
que je le ferai voir dans le Complément', où )e traiterai 
des suites les plus connues. 

TTiéorie des quantités exponentielles et des logarithmes. 

a38. Danfl toutes les questionis résolues jusqu'ici, 
les inconnues n'entraient pour rien dans les exposans; 
mais il n'en serait pas de même si l'on voulait déterminer 
le nombre 4«s 'termes d*une progression par quotient, . 
dont le premier terme, le dernier et la raison seraient 
donnés. En effet, on aurait pour cela l'équation 

lz=zaxf-'^ (fl3i), 

dans laquelle l'inconnue serait n; et en faisant, pour abré* 
ger,>i-*i=rir, il viendrait fc=cfl*. Lès méthodes directes 
exposées précédemment ne sauraient résoudre cetts 
équatioajl et les quantités telles que x &e peuvent être 
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représentées par aucun des signes dont j'ai déjà fait 
usage. Pour répandre plus de lumière sur ce sujet, je 
r^pelleraî , d*après Euler y la liaison qui existe entre 
iesdiverses opérations derAlgèbre, et comment chacune 
d'elles donne naissance à uïie nouvelle espèce de quan- 
tités. 

aSg. Soient a et ft deux quanntée qu'on se propose 
d'ajouter ensemble ; on a 

et si de cette équation on veut tirera ou ^ , on trouve 

a=^C''-'b , Az=c — at 

voUà^ comme on voit^ l'origuie de la soustraction; or 
quand cette demièrei opération ne peut s'elFectuerdans 
Tordre où elle est indiquée, le résultat devient négatif . 
L'addition répétée d'une même quantité engendre la 
multiplication : a désignant le multiplicateur , île mul- 
tiplicande, et c le produit, on a 

■ a6=:c, 
d'où l'on tire 

c j^ c 

et de là naissent la division et les fractions qui en sont la 
suite , lorsqu'elle ne peut s'effectuer sans reste. 

La multiplication répétée d'une quantité par elle- 
même, produit les puissances de cette quantité ; ene7q[>n- 
mant par b le nombre de fois que aest£acteurdatisla 
puissance que Ton considère, on a 

a*= c. 

Cette équation diffère essentiellement des précédentes , 
en ce que les quantités a et 6 n'y entrent pas toutes deux 
de la même manière, d'où il suit qu'on ne peut pa5 
résoudre l'équation par rapport à l'ime comme par 
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rapporta l'autre. Si c'est a qu'on cherche, une simple 
e:îctraction de racine suffit pour le trouver , et cette opé- 
ration donne lieu à une , nouveUe espèce de quantités ^ 
savoir , les irrationnelles; mais la détermination de 6 dé- 
pend de méthodes particulières que je ferai connaître 
lorsque j'aurai exposé les principales propriétés, de 
l'équation a^ = c. * 

240. Il est facile de voir qu'en conservant la même 
valeur pour la lettre a, que je supposerai au-dessus de 
l'unité , et variant convenablement celle de &^ on pourra 
obtenir pour c tous les nombres possibles. En effet, en fai- 
sant i= o , on a c = 1 ; puis lorsque ft croîtra, les valeurs 
correspondantes de c surpasseront de plus en plus l'unité, 
et pourront augmenter autant qu'on voudra. Le contraire 
aura lieu si Ton prend b négatif; l'équation a^zrzc se 

changeant en cT^ = c , ou-y = c, les valeurs de c iront - 

s^s cesse en diminuant, et pourront devenir aussi petites 
qu'on voudra. On peut donc de la même équation tirer 
tous les nombres positifs possibles , soit entiers , soit frac- 
tionnaires , dans le cas où a surpasse l'unité. Il en serait 
de même, si l'on avait a ^ 1 : seulement , les valeurs de c 
marcheraient en sens inverse de celles du cas précédent ; 
mais en supposant a = 1 , on trouverait toujours c = 1 , 
quelque valeur qu'on donnât à 6 : on doit donc, dans tout 
ce qui va suivre, regarder a oomme différant essentiel- 
lement de l'unité,' 

Pour mieux désigner que a ne change point, et que les 
deux autres quantités 6 et c sont indéterminées, je les .1^ 
pr ésenteraipar les lettres x ety,et j 'aurai réquationa*=:5y, 
dans laquelle à chaque valeur dey répond une valeur oe 
X, en sorte que l'une de ces quantités est déterminée par 
l'autre , et réciproquement. 

24 1 • Cette génération de tous les nombres par le 
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logarithmes de lo et de looo , qui sont i et 3 , on TOit 
que leur nomme 4 ^^ tronye au-dessoiis de loooo, qaï 
est le produit des nombres proposés. 

5243. Les logarithmes des nombres intermédiaires 
entre 1 et lo^ 10 et 100 , 100 et 1000 , etc. , ne peuvent 
s'obtenir que par approximation. S*il s'agissait , par 
exemple, d'avoir le logarithme de a , il faudrait résoudre 
réqyation (10)'= a ^ en y appliquant la méthode don- 
née n*^ 5231 y et trouver d'abord le nombre entier le 
plus approchant de la valeur de x. On voit faiêntdt 
que X est entre o et 1 , puisqi^e (10)'' =1, (10)' = 10 ; 

1 . . -i ' 

ou fera donc x=-, et il viendra (10) •= a , ou 

10= a*; or S se trouve entre 3 et 4 ^ on supposera donc 

s = 3 + -7- , et il en résultera 



10 =a •^=a'''Xa*'==8xa«', 

ou fl'^=i? = J, 

ou enfin a = (^)*'. 

La valeur de z' tombant entre 3 et 4 > on fera 

on aura 

1 I 

d'où l'on tirera 

(J)''^=2 (|)3=fM , ou (mr=i; 

et après un petit nombre d'essais , on trouvera que z* est 
entre g et 10. On pourra pousser plus loin de la même 
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inanière; mais comme jç n'ai indiqué cç procédé que 
pour montrer la poseibilité de trouver les logarithmes 
de tous les nombres, je me bornerai à «upposçr a* = 9; 
et en remontant , on obtiendra 

. * 

Cette valeur de Xy réduite en décimales , est exacte }u»- 
qu*au quatrième chiffre , car elle donne 

a==: 0,30107; . 

et des calculs portés à un plus haut degré de rigueur, 
ont appris qu'en poussant jusqu'à 7 décimales , on 
aurait 

X := o,3oio36o- 

Pour interpréter cette valeur de jc comme celle. 4*iizi 
exposant, il faut concevoir que si on élève le nombre 10 
à la puissance marquée parle nombre 3oio3oo,, et qu'on 
extraye du résultat une racine du degré 1 0000000, on 
aura un nombre très approchant de a ; c'est-à-dira , que 

•^ 01 O't AO 

(10) »°«°*»»*»'' = 3 , à fort peu près : lepremièr mem« 
bre est un peu plus grand que 2; mais le nombre 

( jQ jîToW^ serait plus petit (*). 



(^) La méthode indiquée dam ce numéro pe serait pat praticable 
pour des nombres un peu grands j mais en voici une autre donn<fe 
par Long, géomètre anglais, dans les Transactions philosophiques ^ 
pour Tannée 1724» ^^ 3^9i HP^ "J^^vH être très utile. 

La détermination de se dans l'équation (lo)-'^^^ étant très labo- 
rieuse, on peut procéder dans un ordre inverse, se donner x pour 
obtenir y , et former une table des valeurs de y correspondantes à 
celles de « , qui servira ensuite, c(»nme on va le voir ^ à détermine jrx 
par y. 

On prend d'abord ponr x des valeurs depub o,t jusqu'à o^'; et tout 
se réduit k déterminer la valeur de jr, qui répond à a; =so,i , ou qui 

est (lo)^, parce que les autres valeurs je ^, savoir: 

Elém. d'jil^èbre, 14* édition, *aa 
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âip(. En multipliant succesâvement par a > 3 ^ 4 > etc., 
le logarithme de a ^ on obtient ceux des nombres 4»^ 
t9, etow qjaâ sont les a^, 3^, 4% ®^*> puissances de a. 

En ajoutant au logarithâftede a les logarithmes de lo, 
de loo^ de looo^ etc., on en déduit ceux de ao, de aoo, 
de aooo , etc.; et il est évident qu'il suffit d'avoir les lo- 
garithmes des nombres premiers pour trouver les loga- 
rithmes de tous les nombres composés , qui ne peuvent 
être que des puissances on des produits de nombres pré- 
mier<. Le nombre aïo ^ par exemple , étant égal à 

aX3x5X7, 
son logarithme sera égal à 

lia-f-13+15+l7, 

ti à causeqne 5 n= ^ ^ on aura 

15 = lio — la. 

945* Les logarithmes, qui sont toujours exprimés 

(To)*, (10)*, etc., 

•ôiH Ict ^*y 3^, €tD. , poièMnees de la première. 
., L'extiactùm de la raeine qoeirée fait d^abord connattre 

(10)» OU (loy* =z 3,162377660^ • 

piiis en extrayant la racine cinquième de ce résultat, on panrîenl à 

(io)*= i,358g354i3. 
Par on procédé semblable , on tirera de 

(io)^=sx,a5a9a54i!i 
la valeur de . 

y (K))^'* as (ip)* = (10)^ =i,iM0i8454; 

' puis-prenant la mcine cin^ème , on formera ' 

I 
(io)î5y art f ,oi3a9^i99a ; 

et remontant aux puissances a«, 3« g^, on obtiendra les Talétts 

4e jr, corsâspondantas à ceOef de x f depuis 0,01 iiif^*2i q^o^ 

On conçoit facikmeni Ique de eetie manière on fomeni encrée 
les valeurs de j^ pour celles de .r , depuis o,ooi jusqu'il 0,0(19 , depoU 
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en décimales j sont néceasairataent canipoaés de deux 
parties, savoir, des unités , placées à la gàuçbË de la 
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virgule , et àea chiffres décimaux qui se trouvent a la 
droite. La première porte le nom de caractéristique ^ 
parce qne , dans les logarithmes que je considère pour 
le moment, qui résultent de la supposition de a=io^ 



Par le moyen de cette table, on trouvera le logariUune d^iiB;.BOiiibrt 
gnefeonque, en le diViaanfcpar lo, «nnofilxre de fowsuffinmt. Ponr 
«btfloir 9 par exemple , oeloi de a549 9. on divisera ce nombre d^abord 
par(io}' on 1000, qui est la pins grandepuisaancedeio ,)k e xp os an t 
entier, qu'ail puisse contenir , et on aura 

•549= (10)' X 3,549; 

pois on diercbera dans la table la puissance de lO, hmopiédiatemeat 
■n-desMUi de 9,549» ^^ trouvera 

(io)V=ii,5iî88643îi, 

et divisant 3^549 pu: ce dernier nombre, il viendra 

!i^49=:(jo)«,* X 1^14775177. 

Cherchant encore dans la table la puissance db 10 , immédiatement an- 
dessous de i>oi4775i77y on trouvera 

(10) V** = i,oi39Ti3864 

puis divisant par ce nombre le quotient pr«:édent, lyOi 4775177, on 
«ura un 3* quotient i, 000851743* 

On continuera d'opérer ainsi iusqu'à ce qn''pn soit parvenu à un quo- 
tient qui ne diffère de Tunité que dans Tordre de décimales qu'on se 
propose de négliger. 

En regardant ici le troisième comme égal à l'unité , le nombre 
proposé sera décomposé en facteurs , qui seront des puissances de i o , 
car on aura 

2549= (10)» X (io)«,* X (io)«,«>«« = (io)l »,<••, 

d'ob Ton voit que 3,4o6 est le logarithme du nombre 9549» 1^ ponsslnt 
les divisions jusqu'au nombre de 7 , on trouvera que ce logarithme 
est 3,406869. 

JLa même table sert encore plus facilemenrli trouver bq nombM 
Ipar son logarithme; en voici un exemple. 

Soit 3,547 ^® logarithme donné ; le nombre •cherché cera 
(io)%»*^ = (io)* X (10)0,* X (ïo)o,o4 X (io;o,ooT : 
il sera donc ^al au prodoit des nombres 
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«t ^u on appelle logarithmes ordinaires , c.ette,p.artie fait 
connaître dans quel ordre d'unités tombe îe noiQbredont 
on aie logarithme. Tous.Ies.Iogaritbmes des noQibres 
compris entre i et lo, tombant entre o et i , ont néces- 
sairement o pour caractéristique;; touaceux de^non^res 
compris entre lo et loo^ ont i ; tous ceusp des nbmbres 
conipris entre loo et looo^ ont ft: en général; la co* 
ractérîstique d un logarithme a autant d'unités que k 
sombre proposé a de chiffres moins un: 

f^Jjjo. Une remarque non micnns importante, c^est 
que les logarithmes des nombres qui sont décuples les 
uns des autres, ont la même partie décimale : par 
exemple y 

543&0 a pour kg. 4>735a794 > 

5436 3,73537^4 1 

543,6 a,735û794 , 

54,36 1,7352794, 

5yg6 0,7353794-, 

car chacun de ces nondires étant le quotient de celui 
qui le précède, divisé par 10, le logarithme de Tun 
s'obtient en ôtant une unité i 1^ caractéiistiqiie de 
l'antre ( a4i , ^43-). 



m n ■ ■ m »t 1 1 



(lo)" as? 100, 
(io>,* 1= 3,i6»^66o, 
(lo)*,»* « 1,096478196, 
(io)«,MT a» \/>tb!k^jJGfi , 

pris- dans la tahie citée; et on aura par coii8éq[iient. 

9,547=^1- 359,357.. 

En 174a, à Londres, Dod«on a pnblié, sons le titre d^And-hgarith^ 
mie Camm^ une table de même espèce qae célfo^â , mais beaucoup 
plus étendue, et dont l'objet est de faire tronrcr à qvel nombre 
xépond un logaritlnDe domi^.. Voyez auast dana Isa M^oires de 
V^aâémie dû Berlin^ pour 1786 — 1787, page 455, une table 
analogue fort étendue, calculée (Mir M. Bui^a, et d'apijbs^ la^pieU^ 
ÎVù comgé qnelqoM fautes dans «lie de Long* 
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247. D*après ce qui a été dit n^ 5240^ les logarithmeff 
des nowbresfiractioaDaires sopt négatifs dans l'hypothèse 
actuelle; çt on les déduit facilement de ceux des nom-- 
bres entiers ^ en observant qu'une fraction représente le 
quotient de la division du numérateur par le dénomina- 
teur. Quand le nuiûér^teur e^t moindre que le dénomî- 
uateur , son logarithme est aussi plus petit que celui du 
dénominateur , ^ par conséquent , en retranchant Iç 
dernier du premier ^ on a un reste négatif. 

Pour obtenir le logarithme de la fraction i , par exem- 
ple, on retranchera de' o^ qui exprime le logarithme de 1 , 
la fraction o,3oio3oo ^ qui est celui de 52, et il viendra 

— o,3oio3oo, 

£n retranchant de o le nombre i,3oio3oo, qui est le 
logarithme de 20 , on aura le logarithme de ^ , égal â 

— i,3oiô3oo ; 

le logarithme de 3 étant 0,477 iâi3, celui de| sera 
o,3oio3oo— p,477>sii5= — o,i76o9;3. 

34^. Far la manière dont on les obtient , les lo* 
*garithmes des fractions , abstraction faite de leur 
signe, appartiennent (â4^) au quotient de la divisioi^ 
du dénominateur par le niynérateur, et répondent 
par conséquent au nombre p^r lequel il faudrait di^ 
viser l'unité pQuT obteaicJa. fraction proposée. En ef- 
fet ^ j, par exemple y peut être mis sous la S^nae 

j, et 11=13 — 12=0,1760913. 

•^ • '■ ■ 

li serait peu oommode , pour trouver la valent de la 

fraction àlaquelle appartient un log2(fithme négatif don- 
né /de chercher le nombre aliquel il répond lorsqu'il est 
positif, puisqu'il faudrait eiFectuer la divisioin de l'a- 
nité par ce nombre; mais si Ton retranche ce logft^ 
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rîthme de i, 2, 3, etc. unités , le reste appartiendra 
au nombre qui exprime I9 fraction cherchée , lorsqu'on 
la convertit en décimales, puisque cette aoustractioii 
répond à la division des nombres 10, 100, lOOOj etc. 
par le non^re du logarithme proposé. 

Soit pour exemple, — p,3oid3oo; si, en n*ayant 
point égard à son signe , on ôte ce logarithme de i , 
ou 1,0000000, le reste 0,6989700, répondant à 5, montré 
que la fraction cherchée est égale à o,5, puisqu'on a 
supposé l'unité composée de 10 parties. 

Si , lorsqu'on cherche le logarithme d'une firao^ 
tion , on conçoit tout de suite Tunité formée de 
10, ou 100, ou looo, ou etc. parties, ou , ce qui 
revient au même, si Ton augmente la caractéristique. 
* du logarithme du numérateur d'un nombre d'unités 
suffisant, pour qu'on puisse faire la soustraction de 
celui du dénominateur; on aura de cette manière un 
logarithme positif , qui pourra s'employer au lieu de 
^elui qu'on a indiqaé plus haut.' 

ASn de mettre de l'uniformité dans J^ calculs , on 
augmente le plus souvent de 10 unités la caractéris- 
tique du logarithme du numérateur. Relativement a 
la fraction | , par exemple , on a 

io,3oio3oo — o,477iai3 = 9,8039087. 

Il est facile de voir que ce logarithme surpasse de 
10 unités le logarithme négatif — 0,1760913, et que 
par conséquent chaque fois qu'on Tajoutera à df autres, 
on introduira 10 unités de trop dans le résultat; 
mais la apustraction de ces 10 unités ne doit pas 
compter pour une opération, et lorsqu'elle sera effbo- 
tuée; on aura effectué en même temps celle de o, 1 jSoji?, 
Sn effet, soit iV le nombre auquel on ajoute le lo- 
garithme positif 9,8^39087; le résultat de lapératicm 



t .*. 
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nera représenté par 

iV + 1 ô — o, 1 760915 •, 

et si l'on en retranche 10, on aura seulement 

iV-^ 0,1760913. 

. D'après ce qui précède, on change la soustraction 
en addition , en employant; au lieu du nombre à sous- 
traire , son complément arithmétique, c'est-à-dire ce 
qui reste lorsqu'on retranche ce nombre de l'un des 
nombres 10, 100, 1000, etc., résultat qui s'obdent 
en ôtaut de lo les unités simples du nombre pro- 
posé, et toutes les autres de 9; cela fait, on ajoute 
ee complément au nombre dont il faudrait soustraire 
le proposé, et on retranche de la somme une unité 
de l'ordre sur lequel on a pris le complément. 

Il est évident que si le complément est répété plu- 
sieurs fois, il faudra retrancher, après Taddition, au- 
tant d'unités de l'.ordre sur lequel le complément a été 
pris , qu'il y en a dans son multiplicateur ; et par la 
même raison , si l'on emploie plusieurs complémens , 
il sera nécessaire de retrancher pour chacun - l'unité 
sur laquelle il a été pris , ou autant d'unités qu'il y a 
de complémens , si tous sont pris sur une même unité. 

Quelquefois cette soustraction ne peut s'effectuer; 
le résultat est alors le complément arithmétique du 
logarithme d'une fraction, et il répond dans les tables à 
l'expression de cette fraction convertie en décimales; 
'Quand il reste encore 10 unités à ôter de la caractéris- 
tique, ce qui est le cas le plus ordinaire, c'est comme siFon 
• avait multiplié par 1 0000000000 le numérateur de lafrac- 
tion cherchée, pour enelTectuer la division par le dénomi- 
nateur; la caractéristique du logarithme du quotient fait 
connaître quel est l'ordre le plus élevé des unités que 
renferme ce quotient, par rapport à celles du dividende. 
Dans 9,80390^7 , la caractéristique 9 montre que te 
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quotient doit avoir un chiffre de moins que le nombre 
par lequel on a multiplié l'unité; et par conséquent si, 
pour ramener le quotient à sa Vraie valeur, on sépare 
lochiffres décimaux, son premier çhilFre significatif vers 
la gauche sera des dixièmes : on ne trouverait que 'des 
centièmes, des millièmes, «te. pour les nombres dont les 
complémens arithmétiques auraient les caractéristiques 
8, 7, fetc. 

249 . Ce qu'on tient de lire surle systèihe de logarithmes 
dans lequel a= lo, renferme les principes généraux né- 
cessaires pour Tintelligence des tables , qui sont presque 
tontes précédées d'une* instruction relative à leur dispo- 
sition particulière et à la manière de s'en servii*, et à 
laquelle je .renvoie les lecteurs. Je leur indiquerai 
cependant les tables de Callet (édition stéréotype), 
et celles de Borda, comme étant très étendues et très 
commodes. ' 

a5o. Quand on a le logarithme d'un nombre y , 

pour une valeur particulière de a , ou pour une base 

particulière, il estfapile d'obtenir le logarithme du 

même ncnnbre'dans tout autre système. En effet, soit 

à'z^y ; pour mie autre base^, on aura ji^ =:jr, X étant 

différent de a; : et on tirera de là ji'=ui'^ En prenant les 

logarithmes relativement au système dont la base est a, 

il viendra 

^ l^'^lo*; 

or la*=:x par rhypothèse,.etl-^*=Xl-^ (û40 • 

donc X\A=:Xy (mXzn y-j. Mais en considérant A 

comme base , X sera le logarithme de ^, dans le système 
relatif à cette base : si donc on déisigne cS dernier par Ly, 
4 ^ pour le distinguer dé Vautre, on aura 
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let on trouvera le logarithme de y dans le second sys^ 
tème, en divisant son logarithme pris dans le premier 
pat le logarithme de là base du second système. 

L'équation précédente doxine aussi =^ = L^; ce qui 

fait voir que, quel que soit le nombre y^ il existe 
entre les logarithmes 1^ et L^/un rapport invariable 
représenté par l A. 

â5i . Dans quelque système que ce doit, le logarithme 
de 1 est toujours o , puisque, quel que soit a ^ on a tou- 
jours a° = i. Lorsque aest> i, les logarithmes étant 
susceptibles de croître indéfiniment à mesure que les 
nombres augmentent,* on dit qu'ils deviennent infinis en 
même temps que les nombres ; et comme lorsque^ éstun 

nombre fractionnaire, on ajr=— =ûf*, oayoïlque 

plusjr diminue y plus x doit augmenter négativement, 
mais que cependai^ on ne peut jamais assigner potkr x 
un nombre qui rende jf exactement nul. Tel est le sens 
dans lequel il faut entendre que le logarithme .de zéro 
est égal à l'iriftni négatif, aihsi qu'on le trouve dans 
beaucoup de tables. 

â5a. Je vais donner maintenant quelques exemples de 
l'usage qu'on peut faire des logarithmes dans l'évalua- 
tion numérique des formules. Il suit du numéro a4^ ^^ 
de la définition des logarithmes , qui donne l'équation 
a^r=y, que 

1(^^) = 1^ + 1^, 1 f^^^lA-^lB, 



• 1 



lA'^^mXA, lA^zzz^^ \A. 

n 

En appliquant ces règles à la formi:^ 

A^ \/B^^C^ 

« * 



• , / 
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qui est à^$ez compliquée , on trouvera 

1(^^ \/B^— C*)=l[^^ V/C^^-C) (^-^)]== 

et par conséquent 

1 f ^^B^—C 

\ C \/WEf 

Si Ton prenait le^ complémensarithmétiguesde \Cy\\Dy 
il i?, ^ 1 F, et qu'on les désignât par C, D\ E, F\ au 
lieu duréstiltat précédent^ on aurait 

2I ^ +1 1 (i?+C) +|1 (^— C) + C'-f JD'+iE'+^\ 

en observant d*ôter de la somme autant d'unités de 
Tordre sur lequel on a pris les complémens y qu'il y a de 
ces complémens^ c'est-à-dire, 4- Lorsqu'on seraparvenu 
au logarithme de la formule proposée > les tables feront 
€oçna^3« le nombre auquel appaitient ce logarithme. « 
et qui est la valeur cherdiée. 

253. L'usage le plus fréquent des logarithmes est 
celui qu'on en fait pour trouver Je quatrième terme d'une 
proportion. Il est visible que si c : è :: c ; rf, on aura 

c£=— , d'où lcZ = 16+lc— la; 
à 

m 

c'est-À-^dire, quelelogcaithmedu quatrième terme chex-^ 
ché est égal à la somme des logarithmes des deux moyens 
diminuée du logarithme de l'extrême connu, ou bien d 
la âomme des tùgantkmes des moyens péus au complet 
ment arithmétique du logarithme de T extrême connu. 

254. Si l'on prend tea^ logarithmes de chaque membre 
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de l'équation - = -, qni exprime le caractè^ de la 
proportion, on aura 

li — la = lc/— le (fl5a); 
d'où il résulte que les quatre logarithme» 

laAbllcAd 
forment une équidiIFérence (âaS). 
La suite d'équations 

- = T = - = :? etc. (fl3i> . 
a o c d 

condi^t de même à 

14 — la=lc— îJ=lc£ — lc=lc — Ici etc., 
et on en conclut qu'à la progression par qootient 

-fra:i:c:c/:e:çtç., 

correspond la progression par diiFérénce *: * 
• ' ■ '■ . -• 

j; /'-flfl.lft.lc.lc/.lc. et<v; 

et que par conséquent les logarithmes des nombres en 
progression par quotient, sont en progression par diffe^ 
rence. 

fi55. Si l'on avait l'équation ft*=c, on la résoudrai 
facilement au moyen des logarithmes; cari b* étant égal à 

le 
zlb,on aurait'2l4=:le, et par conséquent z = ^t* 

L'éqoation b^ zzzdse traiterait delàmême manière; en 
faisantd'aboid c*=5tt, il viendrait , 

hF:=:d, u\bzsz\dy tt=:ç-T, OU C»=î-t ; 

prenant de nouvean les logarithmes,, on troaT^rmU 
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Dans cette dernière expression ,llb désigne lelogarithme 
du logarithme de 6 , et s'obtient en considérant ce loga- 

rîthme comme un nombre. Lesquantités i», b' ,et touteÂ 
celles qui en dérivent ^ se nomment exponentielles > 

Questions relatives à Vintérêt de V argent. 

a5^. La théorie des progressions par quotient et celle 
des logarithmes, trouvent leur application dans les spécu- 
lations relatives i Tintéf et de Fargent. Pour entendre ce 
^e je vais dire sur ce sujet, il faut savoir que les 
avantages que procure une somme d'argent à celui qui 
la fait valoir, c'est-à-dire qui l'emploie soit aux échanges 
du commei'ce , soit à faire exécuter des travaux pro- 
ductifs, sont d'autant plus grands, qu'il peut renouveler 
plus de fois ces échanges, ou multiplier ces travaux. Il 
suit de là qu'un homme qui emprunte une somme d'ar,. 
gentpour ta faire valoir ^ doit^ en rendant cette somme 
au bout d'un certain temps , y joindre une rétribution 
pour dédommager le prêteur des avantages qu'elle lui 
eût procurés s'il l'avait employée lui-même. Telle est 
l'idée qu'on doit se faire de l'intérêt de l'argent. Pour le 
déterminer, on compte toutes les sommes à celle de 
100 fr. prise pour unité, et on convient de ce que doit 
rapporter cette dernière au bout d'un temps donné , 
d'une année, par exemple. Ce n'est pas ici le lieu d'ex- 
poser les considérations qui, dans chaque genre de spé^ 
culatiônB, font hausser et baisser l'intérêt de l'argent ; 
elles ne peuvent entrer que.dans des élémens d'Aaithmé- 
tique politique et commerciale , qui doivent être précé- 
dés de ceux du calcul des probabilités; et mon objet , 
clans «ce qui suit, n'est que de résoudre quelque»-uns de« 
problèmes qu'oIFrent les progressions par quotient. 



f 
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Je supposerai^ en général ^ que Ton soit convenn 
•de donner au bout d'un an, pour la somme i , un in- 
térêt désigné par r; il est évident que l'intérêt d'une 
sonune loo, pendant le même temps ^. sera loor^ que 
celui d'ime somme quelconque a, sera exprimé par cr; 
et si Ton désigne ce dernier par <t , on aura 



€tz=ar. 



Par cette relation^ il est facfle dé trouver l'îiitérêt pour une 
somme quelconque^ lorsqu'on a celui que dohnelit i oofr. 
ou même toute autre somme pendant un temps coAnu; 
cette question s'appelle calcul d'intérêt simple. 

267. Mais si le prêteur ^ au lieu de retirer chaque 
année l'intérêt du capital qu'il a avancé, le laisse entre 
les mains de Temprunteur , pour le faire valoir conjoin- 
tement avec la somme primitive , pendant l'année sui- 
vante , au bout de cette année le capital aura acquis une 
valeur qu'on trouvera ainsi : 

Le capital primitif étant a, augmenté de l'intérêt aty 
il deviendra, au bout dé la première année, 

a-}-ûr=a(i +r). 
Si maintenant on fait 

l'intérêt de la somme a' pour un an étant a^r, celui 
de la somme a (1 +'') > sera, pour' une seconde année, 
ar(i +r); et de même qu'au bout de la première am- 
née, le capital a, augmenté de l'intérêt qu'il devait rap- 
porter , es^ devenu a (i-+-r) , le capital ai' devioidni, 
à la fin de la seconde année , 

Si le prêteur ne retire point encore le capital a* à )a 
fin de cette année , et qu'il le laisse pendant une troi- 
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sîème année , au bout de celle-ci^ il lui sçra dû , d'après 
ce qui précède, 

a"(i+r) = a(i+r)' = û*. 

On voit sans peine qu'après la quatrième année , a" 
tserait changé en 

><i4.r) = a(i4.r)4, 

et ainsi de suite; et que par conséquent la somme prêtée 
d*abord et les sommes à rendre à la fin de la première , 
de la seconde , de la troisième , de la quatrième , etc. , 
année ^ forment <;ette progres^on pit quotient : 
-H-a:a(i+r):a(i+r)*:a(i+r)»:a(i+r)4: etc., 
dont le quotient est i+^ et le terme général 

§ 

le nombre n marquant celui dès années ^Coulées depuis 
Tinstant du prêt. ^ ' 

Soit , par exemple , le taux d'intérêt à 5 pour loo, 
€>eÈt'4k-dkre qiie pour loo franc» prêtés pendant un an ^ 
oh doit rendre io5 francs ; on a 

ioor=5, ou r=î^ô==^, et i +r = JJ. 

Si Ton voiilait saroir ce que devient la somme a, aban- 
donnée, ainsi qù*on vient de le dire, pendant a5 àmiées, 
on aurait alors 



ii = a5 , et a l — j 

' \20/ 



^ lieu de la somme primitive. JLa a5^ puissance de ^i, 
l^vi^« prompteoieot p^ le moyen des logarithmes , 
puisqu'on a (aSa) 

(2l\*5 
— j = a51 H =^5 (lai — lûo)r=: 0,5297322, 

ce quidfQfine 



> 



bl.'^. ..^1 



,38S environ, -/f=5,38Sa; 



(ë)-'.^ 



et Ton voit par là que i oco francs prêtés de cette manière 
vaudraient 3386 francs an bout de 25 années , en y 
comprenant les intérêts, etc; 

Si le placement durait loo ans^ on trouverait 



(^"^ 



i3i a 



environ; ainsi loA francs produiraient, après cet es- 
pace de temps, ime somme de iSiooo francs environ. 
Ces exemples montrent avec^[uelle rapidité les fonds 
s'augmentent par l'accumulation désintérêts coniposés. 

a56. L'équation 

^=za(i+r)» 

donne lieu à quatre questions : la première , connais- 
sant a^ r et n, trouver A y se présente toutes les fois 
qu'on cherche ce que d^îent le capital après un nombre 
n d'années ; j.e viens d'^n donner un exemple. 

• 

La seconde" connaissant a, ^ et n, trouver r , con- 
duit au taux d'intérêt par le moyen de la sonune prir 
mitif e , de celle qui a été remboursée, et du temps qu'a 
duré le placement; on a dans ce cas 



i+r 



=1/? 



La troisième y connaissant A^ ret i», trouver a, et 

dans laquelle il vient 



0+0" * 

a pour objet de déterminer le capital qu'il faut placer • 
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pour avoir droit, après un nombre n d'années , à une 
sonune ji. 

La quatrième , conn^ssant .//, net f, trouver n^ne 
peut se résoudre que par les logariljimes (sS8, a5â). 
En prenant celui de cliaque membre de Téquatiofl 
proposée, il vient 

l^ = |a+»lCi4-r), 
d'où 

"-l(x+rr 

Par cette dernière , on trouve dans combien 4']années 
le capital a doit avoir produit une somme A. 

Pour en donujer un exemple , je suppose qu'on de- 
mande le temps qu'il faut pour que la somme primitive 
soit doublée, le taux de l'intérêt étant toujours à 5p. f; 
on aura 

£tpar conséquent 

la 1 a o,3oio3oo j_^ 

ÎH lai — lao "^ 0,0311893 "^ ^' * 

environ. 

359. La question suivante est une des' plus compli- 
quées qu'on propose ordinairement sur ce sujet. Oh 
suppose que le prêteiirplaçe.çhaque année une nouvelle 
somme qu'il joint au capital de 6ette année , et cela pen- 
dant un nombre n d'années ', on demande quel est , â!ki 
bout de la dernière, le montant de toutes ces sommes 
jfôcumulées avec leurs intérêts composés. Soient a^b, 
c, i{, . . • . ft, les sommes placées, la première, la secondé , 
la troisième, la quatrième , etc., année ; la sommé a de- 
meurant entre les mains de l'emprunteur pendant un 
nombre n d'années , deviendra 

Elém.d* Algèbre. 14* édition. a3 
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a(i+r)»; 

la somme b, qui n'y reste que n — i amiées^ se chan« 
geni en 

i(i + r)»-'; 

'la somme c, prêtée pendant n— -a années seulement , 
deviendra 

et ainsi des antres; enfin la dernière , k^ qui n*est em- 
ployée que pendant un an / ne donnera que 

A(i+r): 
on aura donc 

ff 

^=a(i+r)-+fc(i+r)«-»+c(i+r)«-- +ft(i+r). 

Eln calculant chaque terme du second membre séparé- 
ment, on obtiendra la valeur de j4. 

L'opération se simplifie beaucoup lorsque 
car dans ce cas on a 

le second membre de cette équation forme une progrès* 
sion par quotient, dont le premier terme est a (i-f-r) , 
le dernier a (i +r)% le quotient i +r, et dont la 
somme est par conséquent 

. on aura donc alors 



(aSfl) : 



Cette équation présente aussi quatre question 9, corre»* 
pondantes à celles que )'ai énoncées sur l'équation 

260. Les placemens qu'on nomme annuités sont in- 
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* verses du précédent : c'est Temprunteur qui s'acquitte 
d'un capital avec ses intérêts , en divers paiemens faits à 
des termes également éloignés. Les paiemens effectués 
par l'emprunteur avant la fin du remboursement , peu- 
vent être considérés comme des avances faites au prêteur 
sur ce Remboursement 9 et dont la valeur dépend du 
temps qui s'écoule entre l'une de ces époques et l'autre. 
Ainsi ^ en désignant chaque paiement par a^ le premier 
paiement qui n lieu n — i années avant l'expiration du 
dernier terme , rapporté à cette époque, vaut nécessai- 
rement a ( 1 -f-r)"^' ; le second, rapporté à la même 
époque , ne vaut que a ( i + r)""^ ; le troisième , 
a ( 1 +'')"'"' » €t ^si des autres jusqu'au dernier, qui 
n'a que la valeur a. Mais d'un autre côté, la somme 
prêtée étant représentée par jé, vaudra entre les mains 
de l'emprunteur, après n années , un capital -^ (i +r)* 
qui devra être égal à toutes les avances réunies que le 
prêteur a reçues de lui; on auca donc 

^(i +r)»=tt(i+r)'*-'+a(i +r)«-*-|-a(i +r)«-*. . .+17, 

ou, en calculant 'la somme de la progression que forme 
le second membre , 

équation d&ns laquelle on peut prendre alternativement 
pour inconnue la quantité A, que j'appellerai leprû;de 
l'annuité , parce que c'est la somme qu'elle représente; 
la quantité a, qui est la quotité de l'annuité; la quantité 
r, qui est le taux de l'intérêt, et enfin la quantité n, qui 
exprime la durée de l'annuité. 

Pour trouver cette dernière , il faut nécessairement 
recourir aux logarithmes ; on dégage d'abord (i+r)' 
ce qui donne 

r 
(l+r)"=: j-, 






356 i I. ^ M B N 9 

et en pireiiantles logarithmes^ il yient "^ 

ni (i+r) = ia— i(a--^r), 
d'où 

* 261. Ponr montrer l'osage des formules ci-dessus, 
je Ie& appli<juerai à la question imiyante : 

Trouver quelle somme il faut donner annuellemeni 
pour éteindre en li^ans, une dette de 100 francs avec ses 
intérêts pendant ce temps, V intérêt annuel étant à 5 p. f . 

Dans cet exemple^ on connaît les quantités 

■A 1 

Jf=:loo, n-srifl, r= — , 
et on deinande l'anninté a; Féquation 

étant résolue par xst^fport à la lettre a, donne 

Il faut mettre dans cette expression les valeurs des lettres 
A^ r et 71^ et pour plus de facilité , calculer d*alH>rd, ait 
moyen des logarithmes, la quantité (i+r)*, qui re- 
vient à (H)" ; on trouvera 

(^)" = 1,79586. 
Au mojen de cette valeur^ il viendra 

100. -^.1,79586 5. 1,79586 

1,79586—1 0,79686 * 

et en évaluant la dernière expression, soit immédiate-- 
ment, soit par les logarithmes, on obtiendra 

a= ii,a8a&: 
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il faudra donc une annuité de 1 i^'^^sS pour éteindre en 
lâ ans le capital 100''^ le taux annuel d'intérêt étant 
à 5 pour f . 

a6â. De plus grands détails sur ces questions .pas-^ 
seraient les bornes que je me suis prescrites; j.'ob8erverai 
seulement que^ pour comparer la valeur de plusieurs 
sommes^ par rapport à celui qui doit les payer ou les re- 
cevoir^ ilfautlesréduireàlamêmeépoque^ c'est-à-dire^ 
chercher ce qu'elles donneraient de capital à une même 
époque. Un banquier , par exemple , doit une somme a 
payable dans n années ; pour s'acquitter , il donne un 
effet dont la valeur est représentée par b, et doit se 
' payer dans p années ; en rapportant la première sonmie 
au moment où il effectue son opération , elle ne vaut que 

•p — ^^ , parce qu'elle doit être considérée comme la 

valeur primitive d'un capital devenu a, après n années; 
la somme b ne vaut^ parla même raison^ à cette époque 

^e 7 — : — r:; • la différence 



0+rr (i+r)P 

marquera donc , suivant qu'elle sera positive ou né- 
gative, ce que doit donner ou recevoir le banquier en 
retour de son échange; et si ce retour ne pouvait se payer 
que dans un nombre q d'années , en désignant par c sa 
valeur au moment de l'opération , il deviendrait 

c (i-f-r)^; 
en sorte qu'il serait équivalent à 



358 XLSMEN8 d'aLOSBR E. 

Les sommes a, b k^ dans le n** aSg ^ ont toutes 

été réduites à l'époque où devait se payer la somme A ; 
et dans le numéro oSo , chacun des paiemens ^ ainsi 
que la somme A , a été rapporté à l'époque où devait se 
terminer l'annuité. 
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'âks les nos 66 et 75 ^ j'ai interprété les solations négatives , 
par l'examen de l'é^nation qu'elles vérifient immédiatement , ainsi 
qne j'en avais usé plus haut, j et ce moyen me paratt toujours exact, 
parce' qn''il s'agit seulement de montrer que ces solutions ont un 
sens raisonnable, puisqu'elles résolvent des questions analogues à la 
proposée ; mais il y a souvent plusieurs manières de former ces ques- 
tions f et la suivante , que m'a communiquée feu M. Français , géo- 
mètre distingué, profeneur & l'ËcoIe d'Artilleri6~ deMayence, m'a 
semblé plus simple que celle qu'on trouve dans ces Eléme^s. 

« Il pense qu'on doit écarter de l'énoncé de la question da 
» no 65, ridée du dépairt des couriers, pour les supposer en route 
» depuis un temps indéfini y et qu'en conséquence il faudrait la 
.» poser ainsi : Deux couriers suivent la même route dans le même 
» senSf G^ABC (page 99); après gu^ils ont couru chacun un 
'» temps quelconque , l'un se trouve en A. h Vinstant oîi Vautre 
» est e/t B I on connaît leurs vitesses et la distance AB : onde' 
» mande en quel point de la route ils se rencontreront ? » 

Cet énoncé conduit à la même équation qne celui du n^ 65 ; 
mais a dès qu'on établit la continuité du mouvement^ la solution 
» négative s'explique sans qu'il soit nécessaire de changer la dircc- 
» tion de l'un des couriers. En efièt,- puisque leur mouvement n'a 
» point conunencé aux points jî el B ^ mais que tons deux , avant 
» l'instant oii on les suppose parvenus à ces points , s'étaient déjà 
» mus de la même manière pendant un temps indéfini , eu allant 
» de C vers jB , il est facile de concevoir qae le courier qui de- 
» vance à ce point celui qui est alors en ji , lequel va moins vite, 
» a dû , à une certaine époque , se trouver en arrière de celui-ci , 
» et le rencontrer avant son arrivée au p#int A, Le signe — indique 
i> alors ( comme dans l'application de TAlgèbre à la Géométrie ) , 
» qa'il faut prendre la (listance AK dans le sens opposé à la dis- 
» tance AR qu'on a regardée comme positive. Le changement à 
» faire dans renonce, pour que la solution négative devienne po- 
» sitive , se réduit à établir que les couriers ont dû se reoconirer 
* avant d'arriver an point ^^.au lien de le dire après. » 



36o NOTE. 

En effet, ^and on place lé^^int Bf entre A et O^ an lien de 
le mettre entre ^ cl B y on trouve ^B =: BBf — ^B' ^ d^oii il 
résulte Tëquation^ -r x = ay an lien de x-^jr =a qn'on avait 
obtenue d'abord ^ ec il a'eac pas besoin de dianger le signe de c, la 

seconde équation demeurant --=^. 

M. Français applique , non moins hencensement ^ ces considéra- 
tions , an cas du n^ 75 , en remplaçant les conriers par des mobiles 
soumis k un mouvement continu et commencé depuis nn temps 
indéfini II énonce ainsi le problème : « Detix mobiles se meuvent 
» uniformément sur la même droite GB (pag. 109) , Pun dans 
» laiirecUon BC » Vautre dans la direction CB* avec des vitesses 
9 données ; celid qui se meut dans le prpmier sens ^ se trouve 
» enBfUn nombre connu d'heures avant que l'autre ne soit 
» pantenu en A : on demande en quel point de la droite ind^" 
> ide BC Refait leur rencontre ? 

9 Jjk jolntîoa â;=— 4^(" veut dire, ^ne les deux mobiles se 
» sont nncootréi an point /{^ avant que celui gui vient de C vers B^ 
«iSktaivivé an pointa, et que le second,^ qui va de B vers C , lefôt 
» an point ^ oii il ^e trouve quand l'antre est an point A> » 

La position a»ignée an point B se vérifie en observant qu'il en 
résulte AC^s^BC'^AB^sicd'^a , au lien de -a -^ cil qu'on avait 

obtenu d'abord Cp^g- 108) , et par conséquent -? = — — ZL. ^ 

éqnatkm qui donne « s=48. 

De cette manière , il n'y a aucnù renversement à faire an sens 
du mouvement : à la vérité les circonstances matérielles du problème 
sont changées; et., comme je Tai dit plus hant , cela prouve qn^l 
existe plusieurs questions physiques correspondantes aux mêmes 
relations mathématiques : mais les énoncés ci-dessus ont Pavantage 
de ne pas blesser. la loi de continuité , et se rapprochent ainsi de 
la considération des lignes , qui peint de la manière la plus simple 
et la plus générale ^ les circonstances du changement de figne des 
grandeun. ( Voyez le Traité élémentaire de Trigonomeirie &$ 
d'application de l'Algèbre à la Géométrie, ) 
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